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Resumo 
Atualmente, a utilização de sistemas pneumáticos está vastamente disseminada na indústria. A 
razão para tal é este tipo de sistemas constituir uma alternativa económica, robusta e compacta 
aos concorrentes elétricos e hidráulicos. No entanto, a sua aplicação na indústria pode ser 
alargada se a dificuldade de controlo de movimento de atuadores pneumáticos for 
ultrapassada. Em parte, esta dificuldade advém do atrito que se manifesta no contacto entre os 
vedantes e superfícies animadas de um movimento relativo, fenómeno presente em cilindros 
pneumáticos convencionais. Com a evolução do desempenho computacional a baixo custo, 
tornou-se possível implementar técnicas de controlo não linear e obter elevados desempenhos 
com atuadores convencionais. No entanto, esse desempenho é obtido com leis de controlo 
descontínuas. Estas leis, juntamente com a utilização de diferenças finitas para estimar a 
velocidade e a aceleração, resultam num movimento pouco suave do pistão. Para minimizar 
os efeitos do atrito e consequentemente obter bons desempenhos é possível utilizar atuadores 
de baixo atrito como o estudado neste trabalho. Este cilindro pneumático, desenvolvido pela 
Airpot Corporation, possui um corpo em vidro Pyrex® e um êmbolo fabricado em grafite. 
Esta solução não inclui vedantes na sua construção, sendo a vedação garantida unicamente 
por tolerância geométrica. 
Assim sendo, a primeira parte deste trabalho é dedicada à modelação do sistema. As 
servoválvulas pneumáticas são modeladas recorrendo à norma ISO 6358 e seguidamente é 
feita a modelação das componentes mecânica e termodinâmica do atuador. O modelo obtido é 
então linearizado e os seus parâmetros determinados tanto pelas expressões resultantes da 
modelação como pela identificação direta da função de transferência do sistema. 
A segunda parte do trabalho é dedicada ao controlo do sistema. São testados quatro 
controladores lineares: proporcional, PID, retorno de estado e retorno de estado com ação 
integral. No que diz respeito ao controlador por retorno de estado, além de impor a resposta 
pretendida por um processo clássico de colocação de pólos, são também utilizados dois 
métodos de afinação experimental dos seus ganhos, não necessitando assim do modelo do 
sistema. 
Os resultados experimentais comprovam um bom desempenho do controlador por retorno de 
estado, quer por colocação de pólos quer por ajuste experimental. No primeiro caso, foi 
atingido um erro entre ±0.09 a ±0.04 mm no posicionamento arbitrário de cargas entre os 
2.35 e os 12.76 kg, respetivamente, mas com uma sobre-elongação considerável. No segundo 
caso, o erro de posicionamento varia entre ±0.61 a ±0.92mm com sobre-elongação 
desprezável. 
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Developing a Motion Controller for a Low-Friction Pneumatic 
Cylinder 
Abstract 
Nowadays, pneumatic systems are vastly used in the industry. The reason for it is that this 
kind of systems is an economic, robust and compact alternative to its electric and hydraulic 
competitors. However, its employment in industry may be widened should the difficulties in 
motion control of pneumatic actuators be surpassed. Partly, these difficulties are due to the 
friction in the contact between the seals and the moving surfaces of conventional pneumatic 
cylinders. With the evolution of computer performance at low cost, it became possible to 
implement nonlinear control techniques and get high performances with conventional 
actuators. However, that performance is obtained with discontinuous control laws. These 
laws, along with the usage of the finite difference method to estimate velocity and 
acceleration, lead to a piston motion not as smooth as desired. In order to minimize the effects 
of friction and hence achieve good performances it’s possible to use low friction actuators, 
such as the one studied in this paper. This pneumatic cylinder, developed by the Airpot 
Corporation, possesses a Pyrex® glass body and a piston made of graphite. This solution 
doesn’t include seals in its construction, having its sealing guaranteed solely by geometric 
tolerance.  
Therefore, the first part of this work is dedicated the system modeling. Standard ISO 6358 is 
used to model the servopneumatic valves and next the mechanical and thermodynamic 
components of the actuator are modeled. The model is then linearized and its parameters are 
determined using both the analytical expressions of the modeling and the direct identification 
of the system transfer function. 
The second part of this work consists in the control of the system. Four linear controllers are 
tested: proportional, PID, state feedback and state feedback with integral action. Regarding 
the state feedback controllers, three tuning methods were tested: a classic pole placement 
process, and two experimental methods that don’t require a system model. 
Good results were obtained with the state feedback controller, whether by pole placement or 
by experimental tuning. In the first case, an error ranging from ±0.09 to ±0.04 mm is 
achieved when arbitrarily positioning payloads from 2.35 to 12.76 kg, respectively, but with a 
considerable amount of overshoot. In the second case, the positioning error ranges from 
±0.61 to ±0.92 mm with negligible overshoot. 
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Notação 
 
Símbolo Descrição 
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2
) 
    ,      Áreas de transferência de calor das câmaras A e B (m
2
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   Área da haste do cilindro (m
2
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    Áreas de transferência de calor (m
2
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    Área de transferência de calor média (m
2
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3
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   Energia específica (J/kg) 
  Função genérica 
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Abreviatura Descrição 
CPU Central Processing Unit (Unidade central de processamento) 
CTC Coeficiente de Transferência de Calor 
FS Full Scale (Valor de fim de escala) 
FT Função de Transferência 
FTMA Função de Transferência de Malha Aberta 
FTMF Função de Transferência de Malha Fechada 
P Controlador com ação de controlo Proporcional 
PID 
Controlador com ação de controlo Proporcional, Integradora e 
Derivativa 
RE Controlador por retorno de estado 
REI Controlador por retorno de estado com ação integral 
SAD Sistema de Aquisição de Dados 
SLPM Standard Liters Per Minute (Litros por minuto de ar livre) (l/min, 
T=293.15 K, P=101325 Pa) 
SMC Sliding Mode Control (Controlador por superfície de deslizamento) 
UTA Unidade de Tratamento de Ar 
VSC Variable Structure Control (Controlador de estrutura variante) 
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1 Introdução  
Desde muito cedo que os seres humanos começaram a desenvolver sistemas pneumáticos para 
os mais diversos fins e aplicações. Vários exemplos se podem encontrar: os caçadores 
primitivos, que utilizavam os pulmões como compressor e a língua como válvula para 
pressurizar o interior de um tubo oco e assim dispararem a flecha para atingirem o seu alvo 
(Brun, 1999); na Grécia Antiga, Ctesibius, que propôs a utilização de cilindros pneumáticos 
para armazenar energia e acelerar uma seta como engenho de catapulta (Beater, 2007); o 
“correio pneumático”, desenvolvido em Londres em meados do séc. XIX. Nos dias de hoje, 
os sistemas pneumáticos são amplamente utilizados em linhas de montagem para 
manuseamento e transporte de objetos, acionamento de máquinas ferramenta e robôs, sistemas 
de posicionamento (Carneiro, 2007), remoção de aparas geradas em processos de 
maquinagem (Moore and Jun Sheng, 1996), entre muitas outras aplicações. Este trabalho visa 
o estudo de um sistema servopneumático para aplicações que envolvam um rigoroso controlo 
de movimento. 
1.1 Enquadramento do Projeto e Motivação 
Na indústria, as três formas energéticas mais utilizadas são: elétrica, hidráulica e pneumática. 
É, por isso, necessário fazer uma comparação entre elas por forma a ter uma indicação de qual 
será, genericamente, a mais adequada para uma determinada aplicação. Por exemplo: quando 
é necessária uma elevada capacidade de força, uma solução hidráulica será a opção óbvia em 
detrimento de uma pneumática visto que esta última impossibilita pressões de funcionamento 
da mesma ordem de grandeza que a primeira. No entanto, quando o ambiente para o qual é 
necessária a solução de acionamento é alvo de um grande controlo de higiene, 
maioritariamente por razões de saúde pública, uma atuação pneumática faz todo o sentido, 
pois trata-se de uma tecnologia “limpa”: fugas de ar não lubrificado não constituem qualquer 
problema (contrariamente a fugas de óleo). Além de ser não-poluente, o ar também apresenta 
outras características importantes, não tendo problemas de sobreaquecimento, riscos de 
explosão, degradação e contaminação (Pedro, 2004). 
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As soluções elétricas apresentam uma gama de forças disponíveis comparável com a das 
pneumáticas e, tal como estas, atingem valores de velocidade e aceleração maiores que os 
possíveis de obter com sistemas de atuação hidráulica. Já com atuadores tanto elétricos como 
hidráulicos, o controlo de movimento independentemente da carga é pouco complexo, o que 
já não acontece com atuadores pneumáticos devido à compressibilidade do ar e à força de 
atrito nos vedantes. Este será um dos motivos de interesse no estudo efetuado com um 
cilindro de baixo atrito a que este trabalho se dedica. 
A nível de custos, os sistemas pneumáticos requerem menor investimento inicial e menores 
custos de manutenção do que os elétricos e os hidráulicos mas, genericamente, a eficiência 
das instalações pneumáticas é baixa, o que se traduz em maiores despesas a longo prazo (Brun 
et al., 2005) (Pedro, 2004) (Carneiro, 2007). 
Com base nos argumentos prestados, é de grande interesse fazer uma avaliação do rendimento 
energético de uma instalação pneumática típica. A secção seguinte é dedicada a tal análise. 
 
1.1.1 Eficiência Energética de Instalações Pneumáticas 
Existem vários estudos já efetuados sobre a eficiência energética de instalações pneumáticas 
visto ser este um dos motivos pelos quais esta tecnologia perde competitividade relativamente 
às concorrentes fontes de energia referidas anteriormente (Hepke and Weber, 2013) (Rakova 
and Weber, 2014) (Rakova et al., 2014). Para ter uma ideia da eficiência típica de instalações 
pneumáticas, considere-se a título exemplificativo, a instalação pneumática da Fig. 1.1. 
A instalação é composta por: 
  Um compressor, cuja compressão se considera isentrópica (evolução 1→2); 
  Um permutador de calor, em que se dá um arrefecimento isobárico para a temperatura 
ambiente (evolução 2→3); 
  Uma válvula redutora de pressão, onde o ar sofre uma expansão isentálpica (evolução 
3→4); 
  Uma válvula direcional; 
  Um atuador linear de simples efeito. 
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Figura 1.1 - Exemplo de instalação pneumática. 
 
Com base nas evoluções termodinâmicas do fluido de trabalho e nos dados iniciais 
(  ,   ,   ,   ), considerando que o ar no ponto 1 se encontra nas mesmas condições que o ar 
atmosférico (  ,   ), foi determinado o estado termodinâmico do fluido em cada ponto e 
construída a Tabela 1.1. No caso da temperatura    foi utilizada a seguinte expressão, 
correspondente a uma evolução isentrópica: 
 (
  
  
)
   
 (
  
  
)
 
 (1.1) 
onde       ⁄  representa a razão entre os calores específicos a pressão e volume constante. 
 
Tabela 1.1 - Valores de pressão e temperatura para cada ponto da instalação. 
Ponto de observação                 
1        1        20 
2 9 275.8 
3        9 20 
4 7        20 
5        7        20 
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Por aplicação da 1ª lei da Termodinâmica a um volume de controlo à volta do compressor, o 
trabalho específico necessário fornecer-lhe, tratando-se de uma compressão adiabática, é dado 
por: 
   
    
    
  (1.2) 
Tratando-se de um gás perfeito, é possível escrever a entalpia específica como: 
        (1.3) 
pelo que: 
   
            (1.4) 
Utilizando o valor do calor específico médio para as duas temperaturas 
(                ⁄  , obtém-se um valor de trabalho específico  
            ⁄  
Já o trabalho que o cilindro consegue desenvolver pode ser expresso em função da força 
exercida pelo mesmo e do deslocamento do pistão   : 
       ∙    (1.5) 
Considerando que a câmara secundária se encontra à pressão atmosférica: 
            (1.6) 
Substituindo: 
              ∙    (1.7) 
Então podemos também escrever: 
                (1.8) 
Em que    é o volume instantâneo que se encontra na câmara principal do cilindro no seu 
avanço. Note-se que    atingirá o seu valor máximo quando     . No entanto, no que diz 
respeito ao trabalho específico: 
     
    
         (1.9) 
O volume específico pode ser calculado recorrendo à equação de estado dos gases perfeitos: 
   
  
   
  
 (1.10) 
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Recorrendo à Tabela 1.1 e ao valor da constante do ar            ⁄ , obtemos   
  
           . O trabalho específico que o cilindro consegue desenvolver é     
  
          ⁄ . Agora é possível calcular o rendimento da instalação: 
   
    
 
  
  (1.11) 
O valor do rendimento obtido por este cálculo é  ≈            . Como se pode 
constatar, este é bastante reduzido, mesmo considerando um processo ideal no compressor 
(processo isentrópico), quando tipicamente o seu rendimento isentrópico toma valores entre 
os 65 e os 90%, dependendo do tipo de compressor (Moshfeghian, 2015). Além disso, é 
também necessário contabilizar o rendimento do motor que aciona o compressor. A partir de 
2017, motores de potências entre os 0.75 e os 375 kW, tirando algumas exceções, devem 
atingir nível de eficiência IE3, podendo o seu rendimento mínimo variar aproximadamente 
entre 65% e 96%, de acordo com a potência (European Commission, 2014). Assim, o valor 
resultante da equação (1.11), por ter sido obtido com base em processos ideais e não 
contemplar fugas na instalação, constitui um limite superior para o rendimento possível de 
obter com o sistema considerado. 
Muitos estudos sobre a eficiência de instalações pneumáticas recorrem ao conceito de exergia. 
A exergia pode ser definida como a quantidade de energia útil, que, em teoria, pode ser 
convertida em energia mecânica. Pode assim ser usada para apurar a variação da qualidade da 
energia contida no ar, isto é, a variação da sua capacidade de produzir trabalho ao passar pelos 
vários elementos funcionais da instalação pneumática (Eret et al., 2010). De facto, a análise 
exergética é muito utilizada para avaliar a eficiência de uma instalação, sendo um método 
que, ainda que requeira cálculo mais complexo e mais informação (sobre a pressão, a 
temperatura e o caudal) em cada ponto de observação do sistema, permite um elevado rigor na 
determinação do trabalho disponível (Rakova et al., 2014). 
De seguida será feita uma análise exergética à instalação da Fig. 1.1 de modo a perceber que 
componentes/evoluções influenciam mais a qualidade da energia contida no fluido. 
A exergia ( ) de um determinado ponto da instalação i, relativamente às condições ambiente, 
pode ser determinada pela diferença entre a sua entalpia (H) e entropia (S) multiplicada pela 
temperatura ambiente    (Kotas, 1995) (Rakova et al., 2014). Assim, relativamente à exergia 
específica: 
   
     
    
        
    
   (1.12) 
Considerando o ar como gás perfeito, a equação (1.12) pode ser reescrita como: 
  
6 
   
              (  ∙   
  
  
  ∙   
  
  
) (1.13) 
Na Tabela 1.2 mostra-se a entalpia total, a diferença entre a entalpia total e a entalpia do ar à 
temperatura ambiente e a exergia contidas no fluido para os vários pontos do sistema, sob 
diferentes pontos de vista. 
 
Tabela 1.2 - Entalpia total, diferença entre a entalpia total e a entalpia do ar à temperatura 
ambiente e exergia contidas no fluido para os vários pontos do sistema. 
Ponto de observação   
      ⁄     
    
       ⁄     
       ⁄   
0=1 294.6 0 0 
2 570.9 261.7 261.7 
3 294.6 0 184.9 
4 294.6 0 163.8 
5 294.6 0 163.8 
 
Analisando a tabela, observa-se que: 
  A diferença de entalpias entre os pontos 2 e 0 é igual ao valor da exergia, o que faz 
sentido visto que a evolução do fluido de 1 (condições ambiente) para 2 é isentrópica e 
portanto a quantidade de energia útil contida no fluido é máxima; 
  A partir do ponto 3, a diferença de entalpias tem valor nulo, o que significa que a 
partir deste momento, toda a energia útil contida no fluido se deve à pressão; 
  A energia útil do fluido diminui do ponto 3 para o ponto 4 devido à redução da 
pressão. 
Pode ainda ser feita uma análise do rendimento exergético dos componentes da instalação. O 
rendimento exergético pode ser definido como (Eret et al., 2010): 
  
  
 
  
 
    
  (1.14) 
Sendo   
  e     
  os valores de exergia nos pontos imediatamente depois e antes do 
componente em análise. No caso do atuador, o rendimento exergético pode ser expresso por: 
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  (1.15) 
Em que   
  corresponde ao valor da exergia que entra no cilindro, portanto, a   
  
A Tabela 1.3 revela os valores dos rendimentos exergéticos das evoluções 2→3 e 3→4 e do 
atuador. 
Para esta análise, o rendimento exergético do compressor (1→2) não é relevante pois partiu-se 
do pressuposto que o compressor é isentrópico. 
Como se pode constatar pelos dados da tabela, a qualidade da energia vai diminuindo ao 
longo da instalação. Para aumentar o rendimento da instalação, seria necessário conseguir: 
1. Uma compressão isotérmica, eliminando o arrefecimento isobárico e a consequente 
perda de energia; 
2. Uma compressão do ar diretamente para uma pressão de 7 bar de modo a não ser 
necessário uma válvula redutora de pressão. 
 
Tabela 1.3 - Rendimentos exergéticos das evoluções 2→3 e 3→4 e do atuador. 
Evolução     
       ⁄     
       ⁄    
  
 
2→3 261.7 184.9 0.707 
3→4 184.9 163.8 0.886 
 
Componente     
       ⁄     
       ⁄    
  
 
Atuador 72.12 163.8 0.440 
 
No caso de uma compressão isotérmica, o trabalho que é necessário fornecer ao compressor 
pode ser calculado pela seguinte expressão (Afonso, 2012): 
   
       
   (
  
 
  
 ) (1.16) 
Recorrendo à equação de estado dos gases perfeitos,       : 
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        (
  
  
) (1.17) 
Efetuando o cálculo obtém-se    
            ⁄ . Repare-se que este valor de trabalho é 
igual ao valor de exergia do fluido após a redução de pressão,   . Realmente, com uma 
compressão isotérmica diretamente para a pressão de trabalho (7 bar), as irreversibilidades 
entre o compressor e o atuador são eliminadas. Então, neste caso, o rendimento de toda a 
instalação irá coincidir com o rendimento exergético do cilindro. Da análise das expressões 
(1.11) e (1.17), podemos verificar que o rendimento da instalação aumenta com a diminuição 
da pressão de funcionamento, o que leva à conclusão de que numa instalação pneumática se 
deve utilizar a pressão mínima requerida para uma determinada aplicação, de modo a 
maximizar o rendimento global da instalação. 
Em suma, o rendimento típico de uma instalação pneumática é, de um modo geral, muito 
baixo com valores entre os 10 e os 15% (SCE&G, 2010), o que incita ao aproveitamento de 
toda a energia pneumática gerada. Por este motivo, há também um grande interesse numa 
evolução tecnológica no que diz respeito à eficiência de atuadores pneumáticos. Em parte, 
esta evolução passa pela redução do atrito e de forças de adesão (Krivts and Krejnin, 2006). 
Como tal, na próxima secção é feita uma compilação de diferentes soluções tecnológicas para 
reduzir o atrito em cilindros pneumáticos. 
 
 
1.1.2 Cilindros Pneumáticos de Baixo Atrito: Soluções Construtivas 
A redução do atrito em cilindros pneumáticos é uma questão de grande importância, tanto 
para o aumento da sua eficiência como para a melhoria da capacidade de controlo de sistemas 
servopneumáticos (Moreira, 2012). Os atritos internos têm influência no erro de 
posicionamento dos cilindros e dependem da montagem dos vedantes, dos materiais e do tipo 
de lubrificação e acabamento superficial da parede das câmaras (Krivts, 2004). Assim, surgem 
diversas soluções tecnológicas para reduzir o atrito neste tipo de atuadores. Uma evolução 
relativamente simples dos cilindros convencionais consiste em encontrar alternativas para os 
materiais tradicionalmente utilizados na sua construção. Um cilindro construído com resina 
epoxy termoendurecível reforçada por fibras possui uma superfície interna com aditivos que 
reduzem o coeficiente de atrito, como o dissulfeto de molibdénio (MoS2) e o dissulfeto de 
tungsténio (WS2) (Krivts and Krejnin, 2006). 
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Uma outra solução consiste em cilindros de câmaras flexíveis, como o representado na 
Fig. 1.2. O cilindro é constituído por duas tampas (1 e 5), duas câmaras flexíveis (2 e 4), o 
corpo (3), o êmbolo (7) e a haste (6). Cada câmara, fabricada com um material flexível, é 
inserida numa das cavidades do cilindro e presa ao pistão, ao corpo e à respetiva cavidade. 
Desta forma, o espaço entre cada câmara flexível e o corpo do cilindro pode ser untado com 
massa lubrificante para reduzir o atrito. Com o movimento do pistão, uma das câmaras enruga 
e a outra estende sem esticar. 
 
Figura 1.2 - Cilindro pneumático de câmaras flexíveis (retirado de (Krivts and Krejnin, 2006)) 
 
Uma outra forma de reduzir o atrito no interior deste tipo de dispositivos é com a utilização de 
chumaceiras aerostáticas. A Fig. 1.3 constitui uma representação desta solução. 
 
 
Figura 1.3 - Cilindro com chumaceiras aerostáticas (retirado de (Zhu et al., 2015)) 
 
O pistão deste cilindro possui três filas de oito orifícios e uma câmara interna que poderá ser 
alimentada ou pela câmara principal ou pela secundária dependendo da pressão em cada uma. 
De cada lado do êmbolo existem válvulas de retenção colocadas simetricamente. Quando a 
pressão numa das câmaras do cilindro é superior à outra, as válvulas do lado de maior pressão 
abrem-se enquanto as opostas se fecham. O ar flui da câmara interna pelos orifícios, formando 
  
10 
um filme de ar entre o pistão e a parede do cilindro, eliminando o contacto entre estes dois 
elementos e reduzindo muito o atrito (Zhu et al., 2015). 
A Fig. 1.4 diz respeito a uma solução de simples efeito. Este cilindro de baixo atrito é 
composto por um pistão (2), que desliza suavemente pela superfície exterior da peça de 
encaixe (1), um corpo (3), uma mola (4), uma câmara flexível (5) e um casquilho oco (6). O 
movimento do cilindro dá-se quando a câmara flexível é alimentada com ar comprimido 
através da cavidade do casquilho. A câmara tem uma forma específica para se adaptar à 
cavidade do pistão e é apertada pelo casquilho à peça de encaixe. 
 
 
Figura 1.4 - Cilindro pneumático de simples efeito com câmara flexível (retirado de (Krivts 
and Krejnin, 2006)) 
 
Na área da pneumática, os cilindros sem haste têm uma grande importância porque ocupam 
menos espaço e estão livres de esforços a que as hastes dos cilindros convencionais estão 
sujeitas, como flexão ou encurvadura. A Fig. 1.5 mostra um cilindro sem haste de muito baixo 
atrito, que utiliza um acoplamento magnético entre o corpo móvel e o pistão. 
Na representação esquemática pode ver-se: o corpo do cilindro (1), duas tampas (2 e 3), um 
corpo móvel (4), um êmbolo (5), ímanes permanentes (6 e 7), um casquilho de esferas (8), 
duas câmaras flexíveis (9 e 10), duas flanges (11 e 12) e dois pinos de material elástico (13 e 
14) para o amortecimento. Seguindo o mesmo princípio de utilização das câmaras flexíveis 
que o cilindro representado na Fig. 1.2, o movimento do pistão resulta na deformação das 
mesmas. Os ímanes permanentes e o casquilho de esferas garantem uma suave movimentação 
do corpo móvel em solidariedade com o pistão. 
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Figura 1.5 - Cilindro sem haste com acoplamento magnético e câmaras flexíveis (retirado de 
(Krivts and Krejnin, 2006)) 
 
Ainda que não possuam um pistão, os músculos pneumáticos funcionam como cilindros 
pneumáticos, pois com o aumento de pressão do ar no seu interior, o tubo elástico expande 
radialmente mas contrai axialmente, transformando-o num atuador linear. A Fig. 1.6 apresenta 
um esquema de um músculo pneumático. 
 
 
Figura 1.6 - Músculo pneumático (retirado de (Krivts and Krejnin, 2006)) 
 
Para a sua construção é utilizado um tubo de borracha natural ou sintética, à volta do qual são 
enroladas fibras de Kevlar ou nylon num determinado ângulo. As fibras são envolvidas num 
revestimento de borracha e as flanges são apertadas nas pontas. Naturalmente que neste tipo 
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de atuadores o curso disponível é bastante curto, tipicamente entre 25 a 30% do comprimento 
do músculo não pressurizado. Tem como vantagens a sua durabilidade e baixo custo. O seu 
movimento axial não é afetado pelo atrito estático, mas tem um comportamento dinâmico não 
linear, dificultando o controlo de posição. O retorno deste tipo de dispositivo de simples efeito 
é tipicamente feito por gravidade, mas pode também ser feito através de uma mola, tal como 
representado na Fig. 1.7. 
 
Figura 1.7 - Músculo pneumático com retorno por mola (retirado de (Krivts and Krejnin, 
2006)) 
 
Os componentes deste atuador são: uma flange estática (1) e uma dinâmica (2) apertadas em 
cada extremidade do tubo elástico (3), um canal de alimentação (4), um êmbolo (5), um 
casquilho (6) e uma mola de tração (7). O seu princípio de funcionamento é idêntico ao de um 
músculo pneumático com retorno por gravidade mas o êmbolo e o casquilho formam uma 
guia linear que é muito útil no caso de existir uma carga lateral (Krivts and Krejnin, 2006). 
Por último, há que referir a solução utilizada no modelo Airpel da Airpot Corporation. Esta 
solução consiste na ausência de vedantes e na utilização de um êmbolo em grafite em 
conjunto com um cilindro em Pyrex® para minimizar o atrito. Sendo este o atuador utilizado 
neste trabalho, a sua solução construtiva será apresentada com mais detalhe na secção 1.2.1. 
Após a apresentação de várias soluções tecnológicas para reduzir o atrito em cilindros 
pneumáticos, é de grande interesse ter conhecimento do desempenho deste tipo de atuadores 
na área do controlo. A secção seguinte pretende fornecer uma visão global dos trabalhos que 
têm vindo a ser efetuados no âmbito do controlo de sistemas servopneumáticos com atuadores 
de baixo atrito. 
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1.1.3 Cilindros Pneumáticos de Baixo Atrito: Controlo de Movimento 
O controlo de sistemas servopneumáticos tem vindo a ganhar interesse nos últimos 40 anos 
devido às vantagens inerentes aos sistemas pneumáticos e à evolução das técnicas de controlo. 
Técnicas como controlo de estrutura variante, redes neuronais artificiais, lógica fuzzy, 
controlo preditivo, controlo adaptativo, entre outras, foram estudadas com o objetivo de obter 
uma melhor exatidão no posicionamento e seguimento de trajetórias. Genericamente, os 
resultados obtidos para erros de posicionamento são de algumas décimas de milímetros, 
enquanto que para erros de seguimento são de alguns milímetros (Carneiro, 2007) (Xiang and 
Wikander, 2004). 
Uma forma de melhorar as características de resposta de sistemas pneumáticos é recorrendo a 
componentes mais sofisticados como cilindros pneumáticos de baixo atrito. Num estudo 
efetuado por Krivts (Krivts, 2004), são comparados os desempenhos de três cilindros: um 
convencional, um de materiais compósitos e outro de câmaras flexíveis de polietileno. O 
cilindro de materiais compósitos utilizado possui uma superfície interior em fibra de vidro 
com uma dispersão de dissulfeto de molibdénio (MoS2), permitindo a sua auto lubrificação. 
Para o controlo dos atuadores foi implementado um controlador por retorno de estado com a 
posição, a velocidade e a aceleração como variáveis de estado e foram recolhidas 50 amostras 
de ensaios de posicionamento para cada atuador. Os ensaios foram realizados com uma carga 
de 10 kg acoplada na haste do atuador. Os resultados revelaram um desempenho fraco do 
cilindro convencional, com erros de posicionamento na gama de ±0.24 mm. O cilindro de 
materiais compósitos apresentou menores erros, entre ±0.1 mm, sendo a melhor performance 
por parte do atuador de câmaras flexíveis, entre ±0.06 mm. 
Uma aplicação de sistemas pneumáticos que tem vindo a ganhar muito interesse nos últimos 
anos é em robôs para utilização em máquinas de ressonância magnética. Os robôs disponíveis 
comercialmente para cirurgias não se qualificam para este tipo de aplicação pois são de 
acionamento elétrico, o que interfere com os campos magnéticos utilizados na obtenção de 
imagens por ressonância magnética (Hodgson, 2012). Com base nestas limitações dos 
atuadores elétricos, Comber, Cardona, Webster e Barth (Comber et al., 2012), desenvolveram 
um robô com 5 graus de liberdade de acionamento pneumático, representado na Fig. 1.8. 
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Figura 1.8 - Robô com 5 graus de liberdade (retirado de (Comber et al., 2012)) 
 
Este robô possui numa extremidade um prato onde é fixa uma agulha. Os movimentos do 
prato, linear e angular, são realizados através de dois cilindros de baixo atrito Airpel e o 
controlo através de um controlador de estrutura variante (VSC) com uma superfície de 
deslizamento de 3ª ordem. Foram obtidos excelentes resultados de posicionamento tanto 
linear como angular, com erros de regime permanente médios de 6 μm e 0.3°, respetivamente. 
Os sistemas pneumáticos também têm vindo a ser utilizados em dispositivos para o controlo 
de sintomas como os das doenças de Parkinson, do Tremor Essencial e semelhantes. Taheri, 
Case e Richer desenvolveram um sistema pneumático com um atuador Airpel e testaram 
vários algoritmos de controlo para atenuar as oscilações típicas deste tipo de patologias. Em 
2012 (Taheri et al., 2012), apresentaram um novo algoritmo de controlo por modos de 
deslizamento (SMC) com ação de controlo integral e backstepping. Esta forma de controlo foi 
testada numa instalação experimental, representada esquematicamente na Fig. 1.9, que 
pretendia simular as oscilações características destas doenças, com uma trajetória sinusoidal e 
outra menos previsível. 
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Figura 1.9 - Esquema da instalação experimental utilizada nos estudos efetuados por Taheri et 
al. (retirado de (Taheri et al., 2014a)) 
 
Os resultados revelaram uma supressão dos tremores entre 30 e 42 dB (97.5 a 99.2%), com 
efeito mínimo no movimento intencional (Taheri et al., 2014b). Mais tarde, testaram o mesmo 
sistema na mesma instalação experimental com um controlador SMC com ação integral e uma 
lei de controlo adaptativa (Taheri et al., 2015). Neste caso, foi atingida uma redução de 34.5 
dB (98.1%) na amplitude à frequência fundamental do tremor e 11.8 dB (78.3%) à frequência 
do segundo harmónico. Nesse estudo foram ainda publicados resultados relativos à força 
resistente aos movimentos intencionais e ao erro de posicionamento: médias de 0.7 N e 
2.08%, respetivamente. 
Liu, Kung, Chang e Chen realizaram um estudo em que incorporaram um observador para 
estimar as variáveis de estado no controlo por modos de deslizamento de um sistema 
pneumático de baixo atrito, representado na Fig. 1.10, com o objetivo de mover uma massa 
em contacto com uma base com perfil em V (Liu et al., 2013). 
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Figura 1.10 - Sistema pneumático de baixo atrito utilizado no estudo realizado por Liu et al. 
(retirado de (Liu et al., 2013)) 
 
Foi também utilizada uma zona morta para modelar a compressibilidade do ar, o atrito e a não 
linearidade da válvula proporcional, sendo os seus parâmetros estimados por uma lei 
adaptativa. Os ensaios revelaram que com este controlador, para sinais de referência em 
degrau com 3 mm de magnitude, em 84.2% das vezes, o cilindro Airpel atingiu erros de 
posicionamento inferiores a 0.05 μm. 
No que diz respeito ao seguimento de trajetórias, um sistema eletropneumático com um 
atuador de duplo efeito Airpel, comandado por quatro electroválvulas on/off foi alvo de estudo 
de vários autores (Hodgson et al., 2011), (Hodgson et al., 2012). Este sistema encontra-se 
representado na Fig. 1.11. 
As quatro electroválvulas permitem 16 combinações de funcionamento. No entanto só 7 
dessas combinações foram consideradas funcionais. Nesses trabalhos foi utilizado um 
controlador VSC com uma superfície de deslizamento de 2ª ordem e foram comparados os 
desempenhos dos controladores com 3 e 7 modos de funcionamento, correspondentes a 3 e 7 
combinações de comando das válvulas. Em qualquer dos casos foi obtido um erro quadrático 
médio de 0.2 mm para trajetórias sinusoidais, mas uma redução de 49% de atividade nas 
válvulas quando se passou de 3 para 7 modos. Quando testados com uma onda quadrada 
como sinal de referência, também se verificou uma superioridade do controlador com 7 
modos de funcionamento em que foi registado uma sobre-elongação de 1.9% contra 18% com 
o de 3 modos. Infelizmente, nesses estudos não foram publicados resultados relativamente aos 
erros de posicionamento de cada controlador. 
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Figura 1.11 - Sistema eletropneumático com quatro válvulas on/off (retirado de (Hodgson et 
al., 2012)) 
 
Ainda relativamente ao seguimento de trajetórias há que mencionar os estudos levados a cabo 
por Fujita et al. (Fujita et al., 2000) (Fujita et al., 2002) que apresentam uma solução baseada 
num cilindro com chumaceiras aerostáticas, representado na Fig. 1.12. Neste estudo o atrito é 
desprezável pois não existe contacto entre quaisquer copos em movimento relativo. O 
controlo do sistema é feito recorrendo a um controlador por retorno de estado com 
compensação de perturbações externas. O erro máximo de posicionamento obtido é de ±2 
μm, enquanto o erro máximo de seguimento é de ±50 μm. 
 
 
Figura 1.12 - Atuador pneumático com chumaceiras aerostáticas utilizado no estudo realizado 
por Fujita et al. (retirado de (Fujita et al., 2002) 
 
A utilização de atuadores de baixo atrito em sistemas está em franco desenvolvimento e este 
trabalho surge com o intuito de explorar esta temática. 
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1.2 Descrição da Instalação Experimental 
A instalação experimental consiste no sistema eletropneumático e no sistema de controlo e 
aquisição de dados (SAD). O sistema eletropneumático é constituído por uma unidade de 
tratamento de ar (UTA), duas servoválvulas, o atuador pneumático, um carro guiado, quatro 
amortecedores, dois transdutores de pressão e um transdutor de posição. O SAD é composto 
por um PC com cartas de aquisição de dados e um quadro elétrico que realiza o 
condicionamento dos sinais provenientes dos transdutores de pressão e deslocamento, para 
além das funções de alimentação e segurança típicas deste tipo de equipamento. 
 
1.2.1 Sistema Eletropneumático 
A Fig. 1.13 mostra o sistema eletropneumático utilizado, que contempla os elementos 
descritos de seguida. 
 
 
Figura 1.13 - Sistema Eletropneumático 
 
Unidade de Tratamento de Ar (UTA) 
A UTA inclui: uma válvula redutora de pressão para reduzir a pressão de alimentação para a 
pressão de trabalho (7 bar absolutos), dois filtros de ar (40 μm e 5 μm), uma válvula de corte 
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da alimentação do circuito e um acumulador de 5 litros para reduzir flutuações na pressão de 
alimentação   , mantendo-a num valor aproximadamente constante. 
 
Servoválvulas 
Duas servoválvulas fabricadas pela FESTO (referência: MPYE-5-1/8-HF-010-B), de 5 
orifícios e centro fechado, ainda que, tal como representado na Fig. 1.14, dois dos orifícios (2 
e 3) se mantenham obturados por não serem necessários para o controlo do caudal para cada 
câmara. As principais características das servoválvulas são apresentadas na Tabela 1.4. 
 
 
Figura 1.14 - Representação esquemática de uma das servoválvulas com os orifícios 2 e 3 
obturados 
 
Tabela 1.4 - Características das Servoválvulas. 
Pressão máxima admissível 10 bar 
Tensão de alimentação 24 V 
Caudal nominal 700 SLPM 
Largura de banda (a -3dB) 100 Hz 
Tensão de referência 0-10 V 
 
Conjunto Atuador, Carro Guiado e Amortecedores 
Um conjunto composto por um atuador pneumático, carro e amortecedores, sendo o carro 
guiado externamente por um conjunto formado por uma guia e um patim de esferas e tendo o 
seu curso limitado por um conjunto de 4 amortecedores, dois em cada um dos extremos. O 
carro transporta uma massa móvel a ser deslocada pelo cilindro, cujo valor pode ser alterado 
pelo número de chapas transportadas pelo carro.  
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O atuador pneumático é um cilindro de duplo efeito, assimétrico, de baixo atrito, produzido 
pela Airpot Corporation, modelo Airpel (referência M24D300N). É caracterizado por não 
incluir vedantes na sua construção, os principais elementos responsáveis pela força de atrito 
em atuadores convencionais. Este modelo possui um êmbolo em grafite e um cilindro em 
Pyrex®, garantindo boas condições de deslizamento na sua interface. Para evitar danos que 
possam ser causados por leves choques e deformações no cilindro em Pyrex®, este é 
envolvido por uma manga de aço inoxidável, ficando um pequeno espaçamento entre estes 
dois elementos. A utilização de amortecedores prende-se com a fragilidade do êmbolo em 
grafite e à necessidade de evitar a sua colisão com os topos. Consequentemente, parte do 
curso total do cilindro teve de ser sacrificado. Foi, no entanto, medida a variação do curso 
devido à existência dos amortecedores, de modo a ser possível calcular o volume das câmaras 
do cilindro A Fig. 1.15 apresenta um esquema da construção do cilindro e a Tabela 1.5 revela 
as suas dimensões.  
 
 
Figura 1.15 - Vista em corte de um atuador Airpel M24D300N (retirado de (Moreira, 2012)) 
 
O cálculo dos volumes das câmaras dos cilindros pode ser calculado pelas seguintes 
expressões: 
      (    
  
 
⁄   )      (1.18) 
      (    
  
 
⁄   )      (1.19) 
em que     e     são os volumes mortos das câmaras A e B respetivamente, que serão 
calculados na secção (2.2.2). 
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Tabela 1.5 - Dimensões do atuador pneumático 
Variável Descrição Valor 
   Diâmetro do pistão 0.024 m 
   Diâmetro da haste 0.0064 m 
   Curso inicial 0.3031 m 
    Perda de curso devido aos 
amortecedores do lado 
esquerdo 
0.0288 m 
    Perda de curso devido aos 
amortecedores do lado 
direito 
0.0261 m 
   Curso útil: 
           
0.2482 m 
   Área da câmara A 4.52×10
-4
 m
2
 
   Área da câmara B 4.20×10
-4
 m
2
 
   Área da haste 0.32×10
-4
 m
2
 
 
Transdutores 
Os transdutores de pressão são produzidos pela empresa Druck (Druck PTX 1400), tendo uma 
gama de medição dos 0 aos 10 bar, uma exatidão de 0.2% do valor de fim de escala (FS) e 
variando o sinal de saída entre 4 a 20 mA. 
O transdutor de posição, da Bosch/Rexroth, é um codificador incremental, inserido no sistema 
de guiamento e consiste num bloco de leitura, solidário com o patim, e uma régua graduada 
inscrita na guia. Tem uma resolução de 5 μm, permite velocidades até aos 5 m/s e o sinal 
obedece à norma RS 422. 
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1.2.2 Sistema de Aquisição de Dados (SAD) 
O controlador do sistema foi desenvolvido num PC cujo processador (CPU) é um Intel® 
Core™ i7-2600K, com uma velocidade de relógio de 3.40 GHz. No seu interior existem duas 
cartas de aquisição: uma produzida pela National Instruments, com resolução de 16 bit, com 
32 canais de entrada e 8 canais de saída (PCI-6259) e uma carta de codificadores da 
Measurement Computing (PCI-QUAD04) para o transdutor de posição. 
O controlo do sistema foi implementado através do software Matlab/Simulink®, devido à 
possibilidade de configuração das cartas de aquisição de dados e da frequência de amostragem 
no próprio programa. Este software permite não só fazer simulações de controlo partindo do 
modelo do sistema mas também o controlo de sistemas reais a partir da geração automática de 
código C executável em tempo real através do Real Time Workshop. Em geral, para o controlo 
de sistemas eletropneumáticos ou eletrohidráulicos, define-se a frequência de amostragem 
entre os 100 e os 1000Hz (Brun, 1999), por isso, para este trabalho, será definida nesta gama 
dependendo da tarefa em causa. 
 
Condicionamento de Sinal 
A Fig. 1.16 representa esquematicamente o condicionamento de sinal e a sua ligação ao PC. 
No quadro elétrico é feito o condicionamento dos sinais dos transdutores de pressão. Este 
condicionamento consiste numa amplificação, de modo a uniformizar as gamas dos sinais, e 
em filtros de primeira ordem cuja função é minimizar o ruído. O transdutor de posição 
encontra-se diretamente ligado à carta do codificador incremental no PC. A Tabela 1.6 
apresenta as principais características elétricas e de condicionamento de sinal dos transdutores 
de pressão. 
 
Tabela 1.6 - Características elétricas e condicionamento de sinal dos transdutores de pressão 
Sinal de alimentação 
(Tensão) 
Sinal de saída 
(Corrente) 
Ganho de 
amplificação 
Frequência de corte 
do filtro 
+24 VDC 4 – 20 mA 0.499 V/mA 100 Hz 
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Figura 1.16 - PC, aquisição de dados e condicionamento de sinal (retirado de (Amaral, 2008)) 
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1.3 Estrutura da Dissertação 
O capítulo que se segue, 2, é dedicado à obtenção de um modelo do sistema para posterior 
utilização em controlo. Este capítulo encontra-se dividido em três partes: a secção 2.1 onde é 
desenvolvido um modelo não linear do sistema, a secção 2.2 reservada para a sua linearização 
e a secção 2.3 em que se procede à determinação dos parâmetros do modelo linearizado. 
A secção 2.1 começa com a modelação das servoválvulas. Por uma questão de simplicidade, 
optou-se por recorrer à norma ISO 6358. De seguida, é desenvolvido o modelo do atuador, 
principiando pela componente mecânica e recorrendo à lei fundamental da dinâmica. É feita 
uma pequena contextualização no que diz respeito ao fenómeno do atrito e escolhido um 
modelo da correspondente força para efeitos de controlo. Após a modelação da componente 
mecânica, recorre-se ao Teorema do Transporte de Reynolds para obter um modelo 
termodinâmico das câmaras do atuador. A combinação das componentes, mecânica e 
termodinâmica, resulta num modelo de 6ª ordem, demasiado complexo para utilização em 
controlo. Por esta razão, é escolhido um modelo termodinâmico de ordem reduzida (MTOR) 
para baixar a sua ordem. 
Na secção 2.2, o modelo não linear de 4ª ordem é linearizado recorrendo a uma expansão em 
série de Taylor, truncada pelos termos de primeira ordem. São determinadas as condições que 
definem o estado de equilíbrio e são calculadas as derivadas parciais que constituem os 
coeficientes do modelo linearizado. De forma a simplificar as tarefas de controlo, toma-se 
partido da relação entre a aceleração e as pressões das câmaras do atuador para obter um 
modelo linearizado do sistema de 3ª ordem. 
A secção 2.3 tem por objetivo a determinação dos parâmetros do modelo do sistema. Foram 
realizadas duas abordagens para o efeito, começando pela obtenção dos valores das variáveis 
nas condições de equilíbrio para calcular os parâmetros do modelo com base nas expressões 
desenvolvidas para os mesmos na secção anterior. Seguidamente, é efetuada uma 
identificação experimental dos parâmetros do sistema através da ferramenta System 
Identification Toolbox existente no Matlab®, por forma a validar os valores encontrados pelas 
expressões desenvolvidas. São escolhidos os parâmetros médios para utilização em controlo. 
O capítulo 3 é reservado para o controlo em posição do sistema. Neste capítulo são 
implementados quatro controladores lineares: proporcional, PID, retorno de estado (RE) e 
retorno de estado com ação integral (REI), e são apresentados os resultados obtidos para dois 
casos de carga distintos com cada controlador. No que diz respeito ao controlador RE, 
inicialmente o ajuste de ganhos é feito recorrendo a um processo clássico de colocação de 
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pólos. No entanto, para poder impor ao sistema uma dinâmica pretendida é necessário 
conhecer os seus pólos e, consequentemente, ter um modelo do mesmo. Para evitar essa 
necessidade, foi testada uma outra via baseada em procedimentos experimentais de ajuste. 
Como se verá, a utilização dos controladores com ação integral leva ao aparecimento de 
ciclos-limite, enquanto os restantes controladores podem resultar em movimentações 
inesperadas do êmbolo. 
No quarto e último capítulo são apresentadas as principais conclusões do trabalho e sugerem-
se novas direções para prosseguir com o estudo do tema da dissertação. 
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2 Modelo do Sistema 
2.1 Modelo Não Linear 
2.1.1 Modelação das Servoválvulas 
No que diz respeito ao modelo das servoválvulas, este foi obtido recorrendo à norma ISO 
6358 (International Organization for Standardization, 1989). Considere-se uma servoválvula 
de 3 orifícios representada esquematicamente na Fig. 2.1: 
 
 
Figura 2.1 - Representação esquemática de uma servoválvula de 3 orifícios (retirado de 
(Carneiro, 2007)) 
 
Na Fig. 2.1, o orifício de trabalho poderá ser A ou B dependendo de qual a câmara do cilindro 
a que a servoválvula se encontra ligada, o orifício P está ligado à fonte de pressão e o orifício 
R à atmosfera. A área das restrições    e    varia com a posição da gaveta,   , alterando o 
caudal de ar que entra ou sai do cilindro. 
Quando aplicada a uma restrição i, a lei de escoamento da norma ISO 6358 toma a forma: 
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onde    é a condutância sónica,     e     as pressões a montante e a jusante da restrição,    a 
razão de pressões crítica da restrição. Uma vez que existe a possibilidade da razão de pressões 
crítica tomar um valor diferente do teórico, o valor de   deverá ser identificado restrição a 
restrição, podendo variar com  . Assim, relativamente à servoválvula A: 
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De forma análoga, para a servoválvula B: 
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 (2.8) 
Por uma questão de simplicidade de notação, a dependência da tensão aplicada às válvulas 
dos coeficientes de condutância sónica,      , e das razões de pressão críticas,      , será 
omitida, sendo que estas variáveis passarão a ser escritas como    e   , respetivamente. Os 
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seus valores não foram utilizados neste trabalho mas foram identificados experimentalmente 
no trabalho realizado por Carneiro (Carneiro, 2007)  
Tendo o modelo das servoválvulas, é necessário agora obter o modelo do atuador para chegar 
o modelo completo do sistema, tarefa que será realizada na secção seguinte. 
 
 
2.1.2 Modelação do Atuador 
O modelo do atuador pneumático compreende duas componentes fundamentais: a 
componente mecânica, que, a partir da aplicação da segunda lei de Newton, relaciona as 
forças que atuam sobre o pistão com a inércia do próprio e da respetiva carga, descrevendo 
assim a dinâmica do movimento do conjunto; e a componente termodinâmica, que contabiliza 
a influência da pressão e da temperatura de cada câmara do cilindro nos caudais que entram e 
saem de cada uma, na transferência de calor entre o ar e as paredes do cilindro e no 
movimento do pistão. 
 
Modelo mecânico 
A parte mecânica do sistema servopneumático encontra-se representada na Fig. 2.2. 
 
 
Figura 2.2 - Esquema da parte mecânica do sistema servopneumático (retirado de (Carneiro, 
2007)) 
 
As forças que atuam sobre o conjunto pistão-haste-carro devem-se à pressão em cada uma das 
câmaras do cilindro (   e   ); à pressão atmosférica (    ); ao atrito (    ); e a outras 
solicitações externas que possam ocorrer (    ). Pela segunda lei de Newton, sabemos que a 
inércia do conjunto (  ̈) é igual ao somatório das forças que atuam sobre o mesmo: 
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   ̈                       (2.9) 
Em que, 
         (2.10) 
         (2.11) 
                         (2.12) 
Assim a equação (2.9) pode ser reescrita como: 
   ̈                             (2.13) 
Relativamente aos termos da equação (2.13), as pressões são obtidas a partir dos transdutores 
de pressão e as dimensões do atuador são fornecidas pelo fabricante. A massa   foi 
determinada recorrendo à literatura (Carneiro, 2007), em que o valor de  foi estimado para o 
mesmo sistema, mas com um atuador do fabricante Asco-Joucomatic. O valor da massa do 
conjunto pistão-haste foi substituído pelo correspondente ao do cilindro utilizado neste 
trabalho (mencionado no catálogo do fabricante). De seguida foi necessário encontrar um 
modelo que descrevesse a força de atrito por forma a completar o modelo do sistema. 
 
Modelação da força de atrito 
A força de atrito é uma força dissipativa que surge em oposição ao movimento relativo de 
duas superfícies em contacto. O atrito é um fenómeno complexo, sendo necessário para a sua 
compreensão, analisá-lo de um ponto de vista microscópico, entre as duas superfícies em 
contacto. 
O contacto entre os dois corpos é feito através de pequenas rugosidades. Quando a um dos 
corpos é aplicada uma força reduzida, de valor constante, paralela à superfície de 
deslizamento, o deslocamento resultante é proporcional à força aplicada. No momento em que 
a força aplicada for removida, os dois corpos regressam à posição inicial. O comportamento 
resultante pode ser visto como semelhante ao de molas lineares, com uma constante de rigidez 
dependente da geometria das rugosidades, da elasticidade do material e da força normal à 
superfície de deslizamento que esteja presente. Este é o primeiro regime de atrito em 
contactos lubrificados. 
Quando a força aplicada for suficiente para a tensão nas rugosidades ser superior à tensão de 
rotura, os corpos começam a deslizar um sobre o outro. Neste segundo regime, a velocidade é 
Desenvolvimento de Controlador de Movimento para Cilindro Pneumático de Baixo Atrito 
31 
muito baixa e o contacto entre os corpos é feito através de filmes superficiais de lubrificante 
nos contactos rugosos. 
Com o aumento da velocidade relativa entre os dois corpos, o lubrificante entra na zona de 
contacto e inicia-se a formação de um filme de lubrificante que diminui a força de atrito. Este 
fenómeno de decréscimo da força de atrito é conhecido como efeito de Stribeck. Neste 
terceiro regime, o contacto é realizado tanto pelos contactos rugosos como pelas forças 
hidrodinâmicas no lubrificante (Carneiro, 2007) (Olsson, 1996). 
No quarto regime deixa de haver contacto entre as rugosidades dos corpos, sendo este feito 
exclusivamente pelo filme lubrificante. Assim, considerando que o lubrificante é um fluido 
Newtoniano, é aplicável a lei de Newton da viscosidade e, como tal, as tensões de corte, 
devidas ao movimento relativo entre os corpos, são proporcionais à velocidade (Munson et 
al., 2013). 
A Fig. 2.3 constitui uma representação gráfica dos quatro regimes da força de atrito em 
função da velocidade. 
 
 
Figura 2.3 - Os quatro regimes de atrito num contacto lubrificado (retirado de (Carneiro, 
2007)) 
 
Não é possível conceber uma função universal que descreva a força de atrito em função da 
velocidade. Esta relação depende da aplicação em causa e varia com as propriedades do 
material, a temperatura, o desgaste, entre outros fatores (Olsson, 1996). 
A Fig. 2.4 constitui uma representação gráfica dos modelos de atrito mais utilizados: 
  Modelo de Coulomb: Considerando a força aplicada ao corpo em estudo,    , e a força 
de atrito de Coulomb,   , se       , não há movimento relativo entre as duas 
superfícies de contacto e a força de atrito,     , pode tomar qualquer valor entre   
  e 
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 . Se existir movimento, a força de atrito será numericamente igual a   
  ou   
 , 
dependendo da direção do movimento (Liu et al., 2015). Este modelo encontra-se 
representado na Fig. 2.3 a). 
  Modelo de atrito viscoso: Neste modelo, a força de atrito,     , é proporcional 
velocidade,  ̇, sendo   
 
 e   
 
 os coeficientes de atrito viscoso para movimentos no 
sentido positivo e negativo, respetivamente (ver Fig. 2.3 b)) (Liu et al., 2015). 
  Modelos combinados: Um modelo muito utilizado na literatura e representado na 
Fig. 2.3 c), resulta da combinação do modelo de Coulomb com o modelo de atrito 
viscoso e com a inclusão da força de atrito estático,    . De acordo com este modelo, 
se houver movimento, a força de atrito varia de forma linear com a velocidade. No 
entanto, na ausência de movimento, a força de atrito poderá tomar valores entre     
  
ou    
 . O efeito de Stribeck é assim contabilizado de forma simplificada. 
  Modelo de atrito de Stribeck: Para contabilizar de forma mais detalhada os efeitos do 
terceiro regime de atrito foi concebido o modelo de Stribeck, representado na 
Fig. 2.4 d). 
Aos modelos abordados dá-se o nome de modelos estáticos. Existem outros modelos estáticos 
tais como o modelo de Karnopp, desenvolvido para melhor descrever o sistema em torno de 
velocidades nulas (Carneiro, 2007), e outras combinações dos modelos estáticos apresentados 
(Olsson et al., 1998). 
Estes modelos não conseguem, no entanto, descrever certos fenómenos que ocorrem nos 
sistemas reais: a componente dinâmica da força de atrito depende da trajetória de velocidade 
seguida, enquanto que a componente estática também é influenciada pelo tempo que o sistema 
esteve em repouso (Carneiro, 2007). Para contabilizar estes efeitos existem os chamados 
modelos dinâmicos, como o modelo de Dahl e o modelo de LuGre (Olsson et al., 1998) (Liu 
et al., 2015). 
A escolha de um modelo de atrito apropriado depende da aplicação e da exatidão que esta 
requer na descrição da força de atrito. No que diz respeito ao presente trabalho, uma vez que 
se espera que o atrito do sistema seja bastante reduzido devido à utilização de um atuador de 
baixo atrito, será utilizado o modelo de atrito viscoso na linearização do modelo do sistema. 
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Figura 2.4 - Alguns modelos da força de atrito em função da velocidade 
 
 
Modelo termodinâmico de uma câmara pneumática 
Para proceder à modelação da câmara de um cilindro pneumático foi necessário recorrer ao 
teorema de transporte de Reynolds, que permite analisar os efeitos de um fluido num objeto 
particular ou num volume no espaço enquanto o fluido interage com este. Para tal é 
introduzida a noção de volume de controlo (VC): um volume no espaço (uma entidade 
geométrica, independente da massa), através do qual um fluido pode escoar. Dá-se o nome de 
superfície de controlo (SC) à superfície que delimita o volume de controlo em estudo 
(Munson et al., 2013). 
Todas as leis físicas são escritas em termos de vários parâmetros físicos (Munson et al., 
2013). Seja   um destes parâmetros do fluido e      ⁄  a quantidade desse parâmetro por 
unidade de massa. Aplicando o teorema de transporte de Reynolds a um volume de controlo 
genérico, em movimento e deformável, pode escrever-se a seguinte relação: 
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(∫        
 
  
)  ∫        ∙      
 
  
 (2.14) 
Em que   é a massa volúmica do fluido,    é um elemento de área através do qual o fluido 
escoa para dentro ou para fora do VC,   é o vetor unitário normal à superfície    e    é a 
velocidade a que o fluido cruza a SC, vista por um observador solidário com o volume de 
controlo. A velocidade    pode ser expressa como a diferença entre a velocidade do fluido,  , 
e a do volume de controlo    : 
          (2.15) 
Assim, o teorema expressa que a variação total do parâmetro   no sistema é igual à soma da 
sua variação dentro do volume de controlo com o balanço do fluxo que entra e sai pelas 
superfícies de controlo (Carneiro, 2007). 
Se o volume de controlo não se deslocar (       e o fluido só cruzar a superfície de 
controlo em zonas onde o escoamento pode ser visto, de forma simplificada, como 
unidimensional,      e a equação (2.14) pode ser reescrita: 
 
  
  
 
 
  
(∫        
 
  
)  ∑   
            ∑   
           (2.16) 
Onde   se refere a cada secção de entrada/saída do volume de controlo 
Na Fig. 2.5 encontra-se representada esquematicamente a câmara de um cilindro pneumático. 
O volume de controlo considerado coincide com o volume da câmara em cada instante, 
deformando-se consoante o movimento do pistão,  . Para esta análise são desprezadas as 
fugas de ar pelo êmbolo. Ainda que na realidade estas fugas existam, pois uma das 
características únicas do cilindro utilizado é a não utilização de vedantes no êmbolo e na haste 
para reduzir o atrito, considera-se que estas não terão um efeito predominante no modelo do 
sistema. Assim, existe apenas uma secção no volume de controlo por onde entra ( ̇  ) ou sai 
( ̇     caudal mássico de ar. Nesta secção considera-se que o escoamento é 
aproximadamente unidimensional. 
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Figura 2.5 - Representação esquemática da câmara de um cilindro pneumático (retirado de 
(Carneiro, 2007)) 
 
Análise da variação da massa 
Aplicando o teorema de transporte de Reynolds ao volume de controlo, com     e      
pode escrever-se: 
 
  
  
 
 
  
(∫      
 
  
)                   (2.17) 
Utilizando a lei da conservação da massa      ⁄     e considerando que as propriedades 
termodinâmicas do ar são uniformes no volume de controlo: 
 
 
  
                      (2.18) 
 
Análise da variação da energia  
O teorema de transporte de Reynolds aplicado ao volume de controlo com     e  
     , toma a forma: 
 
  
  
 
 
  
(∫         
 
  
)               
        (2.19) 
Sendo   a energia total do fluido contido no volume de controlo e    a energia específica no 
volume de controlo. 
Recorrendo à primeira lei da termodinâmica: 
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  ̇   ̇1 (2.20) 
Em que  ̇ e ̇  representam a variação das trocas de calor e trabalho no tempo entre o volume 
de controlo e a vizinhança. 
A energia específica no volume de controlo,   , é dada por: 
       
  
 
    (2.21) 
Relativamente aos termos da equação (2.21),    representa a energia interna específica do 
fluido,    ⁄ , a energia cinética específica e    a energia potencial gravítica específica. A 
equação (2.21) pode ser simplificada desprezando a energia cinética e a energia potencial, 
simplificação usualmente aceite em servopneumática (Brun, 1999). Combinando as equações 
(2.19), (2.20) e (2.21), é possível escrever: 
  ̇   ̇  
 
  
                    
        (2.22) 
As três componentes do trabalho, ̇ , normalmente consideradas (White, 1994) são: o trabalho 
mecânico realizado por um elemento móvel,  ̇ , o trabalho das forças viscosas,  ̇ , e o 
trabalho realizado pelas forças de pressão, ̇ . No âmbito deste trabalho, considera-se 
negligenciável o trabalho realizado pelas forças viscosas. 
O trabalho mecânico pode ser determinado pelo produto da força pneumática pela velocidade 
do pistão: 
  ̇     ̇ (2.23) 
O trabalho realizado pelas forças de pressão é dado pelo integral ao longo da superfície de 
controlo: 
  ̇  ∫    ∙     
 
  
 (2.24) 
Uma vez que depende da velocidade com que o fluido cruza a superfície de controlo, o 
trabalho das forças de pressão só é contabilizado em regiões da superfície de controlo onde há 
                                                
1
 Segundo a convenção de sinais, o calor fornecido ao sistema tem um sinal positivo, fornecido pelo sistema tem 
um sinal negativo. Já o trabalho fornecido ao sistema tem um sinal negativo e positivo quando fornecido pelo 
sistema. 
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entrada ou saída do fluido. No sistema em estudo só existe uma secção para admissão ou 
escape de fluido, considerada unidimensional. Assim a equação (2.24) pode ser reescrita: 
  ̇                   (2.25) 
Combinando as equações (2.23) e (2.24) com a equação (2.22): 
  ̇     ̇  
 
  
       [(   
 
 
)   ]
   
 [(   
 
 
)   ]
  
 (2.26) 
Recorrendo à definição de entalpia específica,         ⁄ , a equação (2.26) pode ser 
desenvolvida: 
  ̇     ̇  
 
  
                    
        (2.27) 
 
Modelo termodinâmico 
Considerando o ar como um gás perfeito, as seguintes expressões são válidas: 
        (2.28) 
        (2.29) 
        (2.30) 
   
  
  
 (2.31) 
em que    e    são os calores específicos a volume e pressão constantes, respetivamente, e   
é a constante específica do ar como gás perfeito. Considerando ainda que os calores 
específicos são constantes, as equações (2.18) e (2.27) a (2.31) podem ser combinadas e 
manipuladas algebricamente para chegar ao modelo termodinâmico das câmaras de um 
cilindro pneumático em termos de pressão e temperatura: 
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 ̇ (2.32) 
 
  
  
 
 
 
  
  
       ̇  
  
  
          ̇   
   
  
      
      
  
 ̇ (2.33) 
Nas equações (2.32) e (2.33)  ̇   e  ̇    representam os caudais mássicos de ar que entram 
ou saem das câmaras do cilindro, respetivamente. Se as trocas de calor por radiação forem 
desprezadas, o termo  ̇ diz respeito apenas a trocas de calor por convecção. Assim, pela lei de 
Newton da transferência de calor, pode escrever-se (Incropera et al., 2002): 
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  ̇         (    ) (2.34) 
Onde   é o coeficiente de transferência de calor (CTC) entre o ar contido nas câmaras do 
cilindro e as paredes do mesmo,        corresponde à área da superfície através da qual se dá 
a transferência de calor e    é a temperatura das paredes do cilindro. A condutividade térmica 
do ar a 293.15   vale aproximadamente 0.0257     ∙   , sendo assim muito menor que a 
do alumínio, um dos materiais mais utilizados no fabrico de paredes de cilindros pneumáticos, 
que varia entre 150 a 250     ∙   , dependendo da liga (Carneiro, 2007). Além disso, a 
capacidade térmica das paredes do cilindro é muito maior do que a do ar no seu interior. Por 
estes dois motivos, a temperatura média das paredes é essencialmente igual à temperatura 
ambiente. 
Relativamente ao CTC, um modelo muito utilizado (Brun, 1999) (Carneiro, 2007) é o modelo 
de Eichelberg simplificado, em que o CTC é apenas função da pressão e temperatura no 
interior das câmaras: 
          (
  
    
)
   
 (2.35) 
Em que             é o CTC determinado nas condições    e   . Utilizando estas relações, 
o modelo termodinâmico completo do ar nas câmaras do cilindro pode ser escrito nas 
variáveis de estado pressão e temperatura: 
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(2.36) 
 
  
  
 
 
 
  
  
       ̇  
  
  
          ̇   
   
  
     
 
      
  
  (
  
    
)
   
               
(2.37) 
 
Modelo não linear do atuador 
O modelo mecânico em conjunto com o modelo termodinâmico permite agora escrever o 
modelo não linear completo: 
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  ̇ (2.43) 
Consideram-se as variáveis ̇   e ̇   como o caudal mássico que entra ou sai das câmaras A e 
B, respetivamente: 
  ̇  {
 ̇     ̇     
  ̇        ̇      
 (2.44) 
  ̇  {
 ̇     ̇     
  ̇        ̇      
 (2.45) 
Este tipo de definição das variáveis  ̇  e  ̇  é possível pois só existe uma secção para 
alimentação ou escape em cada câmara: 
 {
 ̇       ̇      
 ̇        ̇     
 (2.46) 
 {
 ̇       ̇      
 ̇        ̇     
 (2.47) 
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O modelo apresentado da equação (2.38) a (2.45) é matematicamente complexo por ser de 6ª 
ordem e incluir a temperatura de cada câmara como variável de estado. Desta forma, recorreu-
se ao trabalho realizado por Carneiro (Carneiro, 2007) em que foi desenvolvida uma versão 
simplificada do modelo, sem comprometer a sua validade.  
 
Simplificação do modelo não linear 
Uma forma de reduzir a ordem do modelo do sistema é reduzir a ordem do modelo 
termodinâmico. A forma mais comum de o fazer consiste em substituir uma equação 
diferencial por uma relação algébrica por forma a eliminar uma variável de estado. A variável 
de estado termodinâmica mais relevante no controlo de posição é a pressão. Por este motivo, é 
usual desprezar a dinâmica da temperatura, reduzindo a ordem do modelo de 6ª para 4ª ordem, 
além de solucionar as dificuldades associadas a esta variável, mencionadas na secção anterior. 
Na escolha de um modelo termodinâmico de ordem reduzida (MTOR) adequado para o 
controlo do presente sistema, foi consultado o trabalho desenvolvido por Carneiro (Carneiro, 
2007) onde foi realizado um estudo extensivo sobre este tipo de modelos. Foi escolhido o 
modelo que no referido estudo apresentou um melhor desempenho aquando da realização de 
um balanço simplicidade/erro de previsão de pressão. Este MTOR revelou um erro de 
previsão de cerca de -237 Pa, com um desvio padrão de 2770 Pa. 
Com vista à redução de ordem, considera-se que o processo termodinâmico no interior das 
câmaras do cilindro é politrópico, traduzido pela equação (2.48): 
     (
 
  
)
   
 
 (2.48) 
Onde    e    são os valores de equilíbrio de pressão e temperatura e   é o índice politrópico. 
O índice   pode tomar valores entre 1 e   contabilizando o processo de transferência de calor 
de forma implícita:     corresponde a um processo isotérmico, em que a temperatura 
permanece constante e igual a   ;     resulta num processo adiabático, em que o sistema 
não troca calor com a vizinhança. 
Revisitando a lei de Newton da transferência de calor: 
  ̇    (
  
    
)
  ⁄
               (2.49) 
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A variação da pressão e da temperatura são desprezadas em torno dos seus valores de 
equilíbrio para o cálculo de   (      ≈            ). Assume-se ainda que a área de 
transferência de calor não varia com   e pode ser aproximada por um valor médio    , 
correspondente à posição central do êmbolo: 
             
   
 
 
 |   (   
  
 
)|       (2.50) 
Desta forma, a transferência de calor média pode ser escrita como: 
  ̇             (2.51) 
Em que    é a condutância térmica média: 
          (2.52) 
Substituindo a equação (2.51) na equação diferencial da pressão (2.36): 
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           (2.53) 
Desprezando os efeitos da mistura entre o ar vindo da fonte a uma temperatura     e o ar no 
interior da câmara à temperatura   e considerando a equação (2.48), obtém-se o MTOR: 
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(2.54) 
De acordo com o estudo efetuado por Carneiro (Carneiro, 2007), o valor do expoente 
politrópico que levou ao menor erro de previsão de pressão foi       , valor adotado no 
âmbito deste trabalho 
 
 
2.1.3 Modelo Não Linear de Ordem Reduzida do Sistema 
Com o MTOR escolhido, o modelo de ordem reduzida do atuador fica definido pelas 
equações que se seguem: 
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  ̇ (2.62) 
Concluída a modelação do sistema, procede-se à sua linearização para utilização em controlo, 
tarefa realizada na secção 2.2.  
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2.2 Modelo Linearizado 
2.2.1 Expansão em Série de Taylor 
A obtenção de um modelo linearizado do sistema tem por objetivo a síntese e análise de 
controladores lineares. (P, PID e retorno de estado). A obtenção desse modelo será obtida a 
partir do modelo não linear de ordem reduzida do sistema, determinado na secção 2.1, com o 
modelo de atrito viscoso e o modelo ISO das servoválvulas. Assume-se que os caudais que 
fluem quer pelas restrições    quer pelas restrições    são sónicos devido às pressões de 
equilíbrio que tomam valores baixos devido às fugas existentes. De facto, como se irá 
apresentar na secção 2.2.2, as pressões de equilíbrio tomam valores da ordem dos 2×105 Pa. 
Assim, o modelo a linearizar fica definido pelas expressões: 
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 (2.64) 
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  ̇ (2.70) 
Em que os caudais das servoválvulas são dados por: 
  ̇          √
      
  
 (2.71) 
  ̇          √
      
  
 (2.72) 
  ̇          √
      
  
 (2.73) 
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  ̇          √
      
  
 (2.74) 
O sistema descrito pelas equações (2.63) a (2.74) pode ser representado de forma compacta 
como: 
  ̇         (2.75) 
Em que o vetor de ação de controlo é dado por: 
   [    ]  (2.76) 
Neste trabalho, a variação de tensão aplicada à válvula A é simétrica relativamente à aplicada 
à válvula B           , seguindo uma abordagem clássica a sistemas servopneumáticos. 
Para proceder à linearização será necessário recorrer a uma expansão em série de Taylor em 
torno da posição de equilíbrio   , truncada pelos termos de 1ª ordem. Assim, a equação (2.75) 
pode ser aproximada por: 
  ̇ ≈
       
  
|
 
   
       
  
|
 
   (2.77) 
onde: 
         (2.78) 
         (2.79) 
A expansão do sistema em série de Taylor, pela aproximação (2.77) pode escrever-se: 
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      (2.80) 
 
 
2.2.2 Condições de Equilíbrio 
Para efetuar a linearização é necessário determinar as condições que definem o estado de 
equilíbrio    . Por este motivo, as condições de equilíbrio são obtidas a impondo repouso ao 
estado do sistema: 
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  Em posição:  ̇    
 
  
  
   (2.81) 
  Em velocidade:  ̈    
                     ̇      |  (2.82) 
Considera-se, para efeitos da linearização, que na situação de equilíbrio não existem 
forças exteriores (    |   ). Relembrando a condição de repouso em posição, a 
equação (2.82) pode ser reescrita: 
                    (2.83) 
  Na pressão das câmaras A e B:  ̇   ;  ̇    
    
 
  
   ̇  
     
  
            (2.84) 
    
 
  
   ̇  
     
  
            (2.85) 
Note-se que, uma vez que em cada câmara do atuador só existe um orifício para 
admissão ou escape do ar, os caudais nas condições de equilíbrio têm de ser nulos 
( ̇  |   ) para que não haja movimento do pistão ( ̇   ) nem haja variação da 
pressão no interior das câmaras ( ̇    ). Por consequência também não pode existir 
transferência de calor entre as câmaras e a vizinha (           ,        
    ). 
Tendo imposto as condições de repouso ao estado do sistema falta apenas definir as variáveis 
   ,    ,    ,     e   . 
A posição de equilíbrio escolhida é      por uma questão de simplicidade, uma vez que 
não existem quaisquer restrições relativas a esta questão. A posição de equilíbrio escolhida 
também permite determinar o valor dos volumes das câmaras do cilindro nas condições de 
equilíbrio: 
       (
  
 
    )      (2.86) 
       (
  
 
    )      (2.87) 
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Quanto aos volumes mortos considera-se que estes são idênticos e com um valor 
correspondente a 0.5% do volume máximo da câmara A                     . 
Para respeitar a condição de equilíbrio de repouso em posição ( ̇   ), as ações de controlo 
de equilíbrio,     e    , são definidas como as ações de controlo aplicadas às válvulas que 
resultam na ausência de movimento do pistão. As pressões de equilíbrio,     e    , são as 
pressões de regime permanente quando aplicadas às servoválvulas as ações de controlo de 
equilíbrio. As ações de controlo e pressões de equilíbrio foram determinadas utilizando um 
controlador proporcional para posicionar e manter o cilindro em repouso em torno da posição 
de equilíbrio      e registando as ações de controlo  aplicadas e os valores lidos pelos 
transdutores de pressão. A Tabela 2.1 apresenta os valores de equilíbrio encontrados. 
 
Tabela 2.1 - Valores do sistema nas condições de equilíbrio 
 
 
2.2.3 Cálculo dos Coeficientes do Modelo Linearizado 
Depois de estipuladas as condições de equilíbrio e os valores das variáveis de equilíbrio 
correspondentes, é necessário efetuar o cálculo dos coeficientes do modelo linearizado. 
 
Expressões genéricas 
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A derivada da temperatura em ordem ao tempo pode ser obtida partindo da equação 
(2.64): 
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 (2.98) 
Na equação (2.97),     representa o coeficiente de caudal/pressão na servoválvula A e 
pode ser calculado recorrendo às relações entre derivadas parciais de uma superfície 
regular (Carneiro, 2007): 
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⁄  (2.99) 
Os ganhos de caudal    ̇    ⁄       e de pressão        ⁄   serão determinados 
experimentalmente mais à frente. 
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 (2.100) 
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  Derivadas parciais de 
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2.2.4 Modelo Linearizado de 4ª Ordem  
As expressões obtidas das derivadas parciais são agora inseridas em (2.80) para definir o 
modelo linearizado de 4ª ordem: 
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     (2.106) 
Em que as constantes de tempo de pressão de cada câmara do atuador,    e   , são dadas por: 
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(2.107) 
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(2.108) 
O modelo linearizado pode também ser representado por um diagrama de blocos como o 
apresentado na Fig. 2.6. 
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Figura 2.6 - Diagrama de blocos do modelo linearizado de 4ª ordem 
 
 
2.2.5 Modelo Linearizado de 3ª Ordem 
Observando o diagrama de blocos da Fig. 2.6 repara-se num paralelismo das dinâmicas das 
pressões em cada câmara do cilindro. O motivo para tal é o facto de a aceleração ser uma 
combinação linear de    e   . Desta forma, é possível utilizar a aceleração como variável de 
estado em pelo menos alguns pontos de funcionamento. Nestes pontos existe uma relação 
algébrica entre as pressões das duas câmaras, o que leva a uma redução da ordem do sistema. 
Relembrando que neste trabalho as ações de controlo aplicadas às válvulas são simétricas 
          , o modelo (2.106) pode ser simplificado para: 
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     (2.109) 
A derivada da aceleração (jerk) pode ser obtida a partir da equação (2.69): 
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 ̇     ̇       ̈   ̇   
 
 (2.110) 
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Combinando a equação (2.110) com as equações de pressão do modelo linearizado de 4ª 
ordem (2.109), chega-se a:  
 
 ⃛  
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     ̇   ) 
(2.111) 
As constantes de tempo de cada câmara,    e   , serão aproximadas pela constante média,   , 
apresentada na equação (2.112). Apesar de esta aproximação acarretar algum erro, é 
geralmente aceite pois o modelo de 3ª ordem constitui uma alternativa mais simples no que 
diz respeito à síntese e análise de controladores (Carneiro, 2007). A forma mais comum de 
calcular    é pela média harmónica de    e    (Kellal et al., 1986): 
 
 
  
 
 
 
(
 
  
 
 
  
) (2.112) 
Do modelo (2.109) 
   ̈     ̇                   (2.113) 
A equação (2.111) pode agora ser reescrita como: 
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    ) 
(2.114) 
Considerando ausência de perturbações a atuar no sistema,       , o modelo linearizado de 
3ª ordem pode ser representado pelo diagrama de blocos da Fig. 2.7. 
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Figura 2.7 - Diagrama de blocos do modelo linearizado de 3ª ordem 
 
O sistema linearizado de 3ª ordem pode também ser representado em espaço de estados: 
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(2.115) 
cujos parâmetros podem ser determinados pelas seguintes expressões: 
   
   
    
 
 
    
 
 
  
   
 (2.116) 
      
 
  
 
  
 
 (2.117) 
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 (2.118) 
Obtidas as expressões para o cálculo dos parâmetros do modelo linearizado de 3ª ordem, 
procede-se à determinação das restantes parâmetros nas condições de equilíbrio, tarefa que 
será efetuada na secção seguinte.  
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2.3 Determinação dos Parâmetros do Modelo de 3ª ordem do Sistema 
2.3.1 Parâmetros Obtidos Analiticamente 
Nesta secção são determinados os valores dos parâmetros necessários para a determinação do 
modelo linearizado de 3ª ordem.  
O sistema linearizado determinado na secção 2.2 pode também ser descrito pela sua função de 
transferência (FT): 
 
    
     
 
      
 
               
 (2.119) 
Os parâmetros da FT são dados por: 
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(2.127) 
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Recorrendo às expressões (2.123) e (2.124) calculam-se os valores de    e   . Considerado 
os valores de equilíbrio encontrados, obtém-se         ∙   
     ⁄  e        ∙
       ⁄ . 
De seguida é necessário determinar os coeficientes de caudal/pressão (   |  e    | ) e os 
ganhos de caudal (   |  e    | ) nas condições de equilíbrio. Para estimar os ganhos de 
caudal, estes foram aproximados pelo seu valor médio,    | ≈    | ≈   | . Para 
determinar o valor de   |  foi realizado um conjunto de ensaios em que se realizaram os 
seguintes passos: 
1. Alimentou-se a válvula A com uma tensão de alimentação constante           e 
a válvula B com          . O valor de    foi variado entre cada ensaio em duas 
gamas distintas de modo a que o cilindro se movesse em cada um dos sentidos. As 
gamas foram escolhidas de modo a que: 
a. Fossem simétricas; 
b. A velocidade do cilindro fosse suficientemente baixa para que atingisse regime 
permanente no curso disponível; 
c. A velocidade do cilindro fosse suficientemente alta para que não ocorresse o 
fenómeno de “stick-slip”. 
Tendo em consideração as limitações acima, a tensão de alimentação das válvulas foi 
variada com     (V)   [           ]  [         ] com um passo de 0.025 V. Para 
valores positivos,    , o pistão desloca-se no sentido positivo ( ̇   ), enquanto que 
para valores negativos,    , desloca-se no sentido negativo ( ̇   ); 
2. Registaram-se os valores de velocidade em regime permanente,  ̇, correspondentes a 
cada   ; 
3. Foi calculada a variação da velocidade com a tensão para cada uma das gamas de 
valores,   ̇   ⁄ |    e   ̇   ⁄ |   , pela razão entre  ̇ e   ; 
4. Foi calculada a média da variação da velocidade com a tensão,    ̇   ⁄  ; 
5. Foi considerada a média das áreas das câmaras do cilindro para calcular a variação 
média do caudal volúmico com a tensão, (  ̇   ⁄ )   ∙    ̇   ⁄  ; 
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6. Finalmente, foi calculado o ganho médio de caudal em função da tensão,    ̇   ⁄   
  |    ∙ (  ̇   ⁄ ), considerando a massa volúmica da média das pressões de 
equilíbrio,                  . 
Tal como no caso dos ganhos de caudal,    |  e    | , para os ganhos de pressão na situação 
de equilíbrio,    |  e    | , foi considerada a aproximação    | ≈    | ≈   | . Tal como 
mencionado na secção 2.2.3, coeficiente de caudal/pressão da servoválvula A será calculado 
em função dos ganhos de caudal e de pressão (Carneiro, 2007): 
     
  ̇ 
   
  
  ̇ 
   
   
   
⁄  (2.128) 
Para determinar o valor do ganho de pressão,       ⁄ , seria apenas necessário recorrer à 
curva de ganho de pressão da válvula, existente na literatura (Carneiro, 2007). No entanto, 
uma vez que o cilindro tem fugas entre as câmaras e pela haste, foi necessário determinar 
novas curvas de ganho de pressão que contemplassem este efeito. Para determinar a curva de 
ganho de pressão da válvula A, foi utilizado o seguinte procedimento: 
1. Foi alimentada a válvula A com a tensão máxima admissível (10 V), pressurizando a 
câmara A do cilindro e ligando a câmara B à atmosfera; 
2. A tensão foi variada entre 10 e 0 V com um passo de 0.5 V nas gamas   (V)  [   ]  
[    ] e com um passo de 0.05 V na gama   (V)  [   ]. A razão para a escolha dos 
diferentes passos na variação da tensão prende-se com o facto de o ganho de pressão 
variar de forma muito acentuada na zona central, mas quase de forma nula nas 
extremidades. A tensão de alimentação foi mantida constante durante 20 segundos em 
cada patamar; 
3. Foram registadas as médias dos valores de pressão lidos nos últimos 5 segundos de 
cada patamar de tensão por forma a garantir que a pressão atingia sempre regime 
permanente; 
Para a curva de pressão da válvula B foi utilizado um processo idêntico. A Fig. 2.8 mostra as 
curvas de pressão obtidas para cada uma das válvulas. 
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Figura 2.8 - Curvas de ganho de pressão das servoválvulas 
 
O ganho de pressão,       ⁄ , foi então calculado utilizando uma aproximação por diferenças 
finitas centradas, tal como exemplificado na Fig. 2.9, para       : 
 
   
   
≈ (  |         |      )      ⁄  (2.129) 
 
 
Figura 2.9 - Pormenor da curva de ganho de pressão da válvula A 
 
O valor da condutância térmica média nas condições de equilíbrio,   , foi obtido recorrendo 
estudo efetuado por Moreira (Moreira, 2012) em que foi feita uma caracterização 
experimental do atuador utilizado neste trabalho. 
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Os valores utilizados no cálculo da constante de tempo média,   , encontram-se na 
Tabela 2.2. 
Tabela 2.2 - Valores utilizados no cálculo da constante    
       ∙   ⁄         
           ∙      
        ⁄       
  |       ∙   ⁄       ∙   
   
  |            
  |            ∙   
  
  |            ∙   
  
  |            
  |            ∙   
  
  |            ∙   
  
      ⁄      ⁄       ∙   
  
      ⁄      ⁄       ∙   
  
  |        ∙   ⁄        ∙   
   
       
      ⁄       
             
 
Por fim procede-se à determinação do valor do coeficiente de atrito viscoso,   . Para tal é 
necessário recorrer à equação que estabelece o equilíbrio dinâmico do sistema, considerando 
nulas as forças exteriores: 
   ̈                        (2.130) 
Reescrevendo: 
                         ̈ (2.131) 
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No entanto, uma vez que para este trabalho foi decidido utilizar o modelo de atrito viscoso, a 
força de atrito pode ser descrita por: 
         ̇ (2.132) 
Desta forma, foi utilizado um controlador proporcional para excitar o sistema e recolher dados 
sobre a velocidade e as pressões em cada câmara do cilindro. O sinal utilizado para excitar o 
sistema foi idêntico ao utilizado na identificação direta da sua função transferência, tema 
abordado mais à frente. Com os dados recolhidos foi possível elaborar um gráfico que 
relaciona a força de atrito,     , com a velocidade,  ̇, representado na Fig. 2.10: 
 
 
Figura 2.10 - Dados obtidos na identificação do atrito: força de atrito vs velocidade 
 
Com uma regressão linear foi obtido o valor do coeficiente de atrito viscoso,    
      ∙   ⁄ . No entanto, observando o gráfico não é possível ter perceção da influência da 
aceleração na força de atrito. Por este motivo foi necessário fazer uma representação 
tridimensional dos dados, Fig. 2.11. 
Na representação tridimensional foi utilizada uma legenda de cores para facilitar a leitura da 
forca de atrito para tornar percetível a influência da aceleração na mesma. Para minimizar este 
efeito, foi realizado um conjunto de ensaios em que foram aplicadas tensões constantes às 
servoválvulas, para que o cilindro se movimentasse a uma velocidade constante. Seguindo o 
mesmo procedimento foi possível gerar o gráfico      versus  ̇ representado na Fig. 2.12. 
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Figura 2.11 - Dados obtidos na identificação do atrito: força de atrito vs aceleração vs 
velocidade 
 
Neste caso, o valor obtido para o coeficiente de atrito viscoso é de          ∙   ⁄ . Para a 
determinação dos parâmetros do sistema foi considerado o valor médio dos obtidos,    
      ∙   ⁄ . 
Pelas equações (2.120), (2.121) e (2.122) calculam-se os parâmetros do modelo linearizado de 
3ª ordem. A Tabela 2.3 resume os valores calculados para os casos de massa mínima, 
      , e massa máxima,      : 
 
 
Figura 2.12 - Dados obtidos de ensaios realizados a velocidade constante: força de atrito vs 
velocidade 
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Tabela 2.3 - Parâmetros do sistema obtidos pelo modelo linearizado 
                            
        ⁄               
            
         ∙   ⁄             
 
A próxima secção é dedicada à identificação experimental dos parâmetros do sistema, com 
vista a validar o procedimento e os parâmetros determinados. 
 
 
2.3.2 Parâmetros Obtidos por Identificação Direta da Função de Transferência 
Para a identificação experimental dos parâmetros do sistema, foi utilizada a System 
Identification Toolbox, uma ferramenta existente no Matlab®, concebida especificamente 
para este tipo de tarefa. Utilizou-se como modelo do sistema real a função de transferência em 
malha aberta (FTMA): 
 
    
     
 
      
 
               
 (2.133) 
Tipicamente, para a identificação de um sistema, excita-se o mesmo em malha aberta e 
utiliza-se o erro entre a saída prevista,  ̂, e a saída medida,  , para fazer o ajuste dos 
parâmetros do modelo, tal como representado na Fig. 2.13: 
 
 
Figura 2.13 - Identificação em malha aberta 
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No entanto, neste caso, analisando a FT do modelo, verifica-se que este é do tipo 1. Pode 
então escrever-se a FT entre       e a velocidade      : 
 
     
     
 
      
 
            
 (2.134) 
Fazendo  →  , percebe-se que em regime permanente o sistema tem um ganho de velocidade 
    , o que significa que ao excitar o sistema em malha aberta é possível que o êmbolo entre 
em deriva e encoste nos topos do cilindro. De modo a evitar este problema foi necessário 
implementar um controlador proporcional e em seguida utilizaram-se várias abordagens para 
a identificação, consistindo em: 
1. Excitar o sistema em malha fechada, identificar a função de transferência de malha 
fechada (FTMF) e calcular os parâmetros de malha aberta a partir da mesma; 
2. Impor uma referência de posição fixa, injetar um sinal de perturbação e identificar 
diretamente a função de transferência em malha aberta (FTMA); 
3. Impor uma referência de posição fixa, injetar um sinal de perturbação e identificar a 
função de transferência entre a perturbação e a saída. 
 
Identificação em malha fechada 
Para a identificação em malha fechada foi utilizado um controlador proporcional com ganhos 
(     distintos para o sistema sujeito às cargas mínima (    ) e máxima (    ): 
         →           ⁄            ⁄ ; 
         →          ⁄           ⁄ ; 
Na Fig. 2.14 encontra-se representado o esquema de identificação com os amostradores 
incorporados. Uma vez que o modelo a identificar é contínuo, a aquisição de dados e o 
controlo foram efetuados com um período de amostragem muito reduzido (         s) 
quando comparado ao período de amostragem utilizado no processo de identificação (    
      s). Assim, do ponto de vista da identificação, mesmo sendo esta feita com base em 
valores amostrados pelos conversores A/D do sistema de aquisição de dados, o sistema a 
identificar é praticamente contínuo. 
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Figura 2.14 - Esquema da identificação em malha fechada 
 
Pode então escrever-se a FTMF: 
 
    
       
 
         
  [             
  ]
             [               ]
 (2.135) 
Simplificando: 
 
    
       
 
         
 
                         
 (2.136) 
Uma vez identificada a FTMF foram calculados os parâmetros   ,   e      pois o ganho     é 
conhecido. 
O sinal da referência de posição         utilizado é um sinal aleatório implementado como 
apresentado na Fig. 2.15: um gerador de distribuição uniforme gera uma sequência de 
números aleatórios aos quais é posteriormente aplicado o sinal de números aleatórios 
fornecidos por um gerador de números aleatórios, com distribuição gaussiana. Assim, os 
sinais gerados estão contidos num intervalo positivo e negativo de valores ajustados de modo 
a que o pistão se mova sem bater nos extremos. A Tabela 2.4 apresenta as características dos 
sinais de referência. Os resultados obtidos são apresentados na Tabela 2.5. 
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Figura 2.15 - Sinal utilizado na identificação em malha fechada 
 
Tabela 2.4 - Características do sinal de referência implementado 
Carga 
    
  ⁄  
Gerador de números aleatórios gaussianos 
Seed Média Variância 
Período de 
amostragem (s) 
     
15 251 0 0.25 0.075 
10 251 0 0.25 0.075 
     
9 251 0 0.25 0.2 
5 251 0 0.25 0.2 
 
Carga 
    
  ⁄  
Gerador de números aleatórios com distribuição uniforme 
Seed (m) Mínimo (m) Máximo (m) 
Período de 
amostragem (s) 
     
15 0 0.0175 0.0225 0.075 
10 0 0.0325 0.0375 0.075 
     
9 0 0.0125 0.0175 0.2 
5 0 0.0425 0.0475 0.2 
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Tabela 2.5 - Parâmetros do sistema obtidos por identificação em malha fechada 
          ⁄           ⁄  
       
        ⁄   30.05 29.53 
  0.33 0.28 
         ∙    ⁄  0.98 0.60 
         ⁄          ⁄  
       
        ⁄   10.48 11.20 
  0.59 0.36 
         ∙    ⁄  0.85 0.64 
 
 
Identificação em malha aberta 
Para a identificação em malha aberta foi utilizado um controlador proporcional, com 
diferentes valores de ganho    , de modo a atrair o sistema para uma posição de referência 
fixa          e foi injetado um sinal de perturbação       para excitar o sistema em torno 
dessa referência. A Fig. 2.16 representa o esquema para esta abordagem da identificação. 
 
 
Figura 2.16 - Esquema da identificação em malha aberta 
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Adotando este procedimento, a FT identificada é a função de transferência do modelo: 
 
    
    
 
 
 
∙
      
 
            
 (2.137) 
Esta abordagem, aparentemente vantajosa pela identificação direta da FT do modelo, não 
revelou resultados satisfatórios: a saída prevista pelo modelo identificado,  ̂, não se assemelha 
minimamente à saída medida,  . Uma possível explicação para a ocorrência destes resultados 
prende-se com a correlação existente entre a entrada,  , e a saída,  : o valor do sinal de 
entrada no instante presente,     , é parcialmente função da saída no instante anterior, 
      , devido à realimentação introduzida. 
 
Identificação em malha fechada por injeção de perturbação 
De forma análoga à identificação em malha aberta foi utilizado um sinal de perturbação, 
     , e uma referência de posição fixa,        , para que o controlador proporcional com 
diferentes ganhos,    , impedisse que o êmbolo do cilindro entrasse em deriva. A Fig. 2.17 
apresenta a solução utilizada. 
 
 
Figura 2.17 - Esquema da identificação em malha fechada por injeção de uma perturbação 
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Note-se que adotando este procedimento existe uma função de transferência entre         e 
     e outra entre       e     : 
 
     
         
 
                         
        
 
      
 
                         
       
(2.138) 
Para este procedimento considera-se apenas a FT entre       e      pois, uma vez que a 
referência de posição é fixa, apenas o sinal de perturbação,      , permite obter informação 
dinâmica do sistema. Assim, a FT considerada para identificação foi: 
 
    
     
 
      
 
                         
 (2.139) 
O sinal de perturbação,      , foi implementado de forma análoga ao sinal de referência de 
posição,        , utilizado na identificação em malha fechada. A Tabela 2.6 apresenta as 
características dos sinais de perturbação e a Tabela 2.7 os valores dos parâmetros 
identificados. 
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Tabela 2.6 - Características do sinal de perturbação implementado 
Carga 
    
  ⁄  
Gerador de números aleatórios gaussianos 
Seed Média Variância 
Período de 
amostragem (s) 
     
10 251 0 0.25 0.025 
5 251 0 0.25 0.025 
3 251 0 0.25 0.025 
     
6 251 0 0.25 0.1 
5 251 0 0.25 0.1 
3 251 0 0.25 0.1 
 
Carga 
    
  ⁄  
Gerador de números aleatórios com distribuição uniforme 
Seed (V) Mínimo (V) Máximo (V) 
Período de 
amostragem (s) 
     
10 0 0.5 0.7 0.025 
5 0 0.5 0.7 0.025 
3 0 0.6 0.8 0.025 
     
6 0 0.15 0.25 0.1 
5 0 0.3 0.4 0.1 
3 0 0.4 0.5 0.1 
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Tabela 2.7 - Parâmetros do sistema obtidos por identificação em malha fechada por injeção de 
uma perturbação 
          ⁄          ⁄          ⁄  
       
        ⁄   30.85 28.75 30.06 
  0.22 0.16 0.17 
         ∙    ⁄  0.93 0.62 0.71 
         ⁄          ⁄          ⁄  
       
        ⁄   11.24 11.92 11.15 
  0.35 0.23 0.16 
         ∙    ⁄  0.56 0.52 0.38 
 
 
2.3.3 Parâmetros do Sistema Para Efeito de Controlo 
As Tabelas 2.8 e 2.9 resumem os valores encontrados para os parâmetros do sistema para as 
cargas mínima e máxima respetivamente. 
 
Tabela 2.8 - Valores obtidos dos parâmetros do sistema com carga mínima. 
Processo 
    
   ⁄   
   
     ⁄   
  
     
    ∙    ⁄  
Analiticamente - 27.91 0.27 1.07 
Identificação em malha fechada 
15 30.05 0.33 0.98 
10 29.53 0.28 0.60 
Identificação em malha fechada por 
injeção de perturbação 
10 30.85 0.22 0.93 
5 28.75 0.16 0.62 
3 30.06 0.17 0.71 
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Tabela 2.9 - Valores obtidos dos parâmetros do sistema com carga máxima 
Processo 
    
   ⁄   
   
     ⁄   
  
     
    ∙    ⁄  
Analiticamente - 11.97 0.21 1.07 
Identificação em malha fechada 
9 10.48 0.59 0.85 
5 11.20 0.36 0.64 
Identificação em malha fechada por 
injeção de perturbação 
6 11.24 0.35 0.56 
5 11.92 0.23 0.52 
3 11.15 0.16 0.38 
 
Analisando as Tabelas 2.9 e 2.10 verifica-se que o valor da frequência natural,   , tem uma 
variação mínima para cada caso de carga. Já a razão de amortecimento,  , apresenta alguma 
variação, enquanto o ganho,     , tem uma variação considerável. Tendo em conta esta 
dispersão de resultados, para a posterior utilização aquando da implementação dos 
controladores por retorno de estado (RE) e retorno de estado com ação integral (REI), foram 
considerados os valores médios dos parâmetros identificados experimentalmente e 
analiticamente, apresentados na Tabela 2.10. 
 
Tabela 2.10 - Parâmetros médios do sistema 
                            
        ⁄             
            
         ∙   ⁄             
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2.4 Conclusões do Capítulo 
Este capítulo abordou 3 temáticas distintas: o modelo não linear do sistema, a sua linearização 
e a determinação dos parâmetros do modelo linearizado. O modelo não linear é composto por 
duas partes: a modelação das servoválvulas, baseada na norma ISO 6358 de uma servovávula 
de 3 orifícios; e a modelação do atuador. A modelação do atuador abrange duas componentes: 
mecânica e termodinâmica, em que as suas expressões foram deduzidas recorrendo à lei 
fundamental da dinâmica e ao teorema do transporte de Reynolds, respectivamente. No que 
diz respeito à componente mecânica, foi feita uma pequena introdução ao atrito e a alguns dos 
modelos mais utilizados em controlo de sistemas. Relativamente à componente 
termodinâmica foi deduzido o modelo completo de uma câmara pneumática. 
A combinação das duas componentes resultou num modelo não linear de 6ª ordem e, como 
tal, não adequado para o controlo. Para reduzir a ordem do sistema procedeu-se à 
simplificação do seu modelo termodinâmico, escolhendo um modelo termodinâmico de 
ordem reduzida adequado. A utilização do MTOR permitiu a redução da ordem do modelo, 
culminando num modelo não linear de 4ª ordem. 
Seguidamente, o modelo do atuador foi linearizado e, aproveitando a relação matemática 
entre a aceleração e a pressão nas câmaras do cilindro, foi obtido um modelo linearizado de 3ª 
ordem. 
Para a obter os parâmetros do modelo, foram determinados os valores das variáveis do 
modelo linearizado nas condições de equilíbrio e o modelo de atrito viscoso foi identificado 
experimentalmente. 
Por fim, por forma a validar os resultados obtidos no passo anterior foi realizada uma 
identificação experimental dos parâmetros do modelo. 
O culminar do trabalho desenvolvido neste capítulo vem com o controlo do sistema, tema 
abordado no próximo capítulo. 
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3 Controlo do Sistema 
Estando desenvolvido o modelo do sistema e identificados os seus parâmetros, procede-se ao 
seu controlo em posição. Para este efeito foi concebida uma série de controladores lineares 
que serão apresentados de seguida por ordem crescente de complexidade. Este sistema é 
extremamente não linear e como tal a síntese de um controlador não linear seria, à partida, a 
opção mais indicada para o seu controlo. No entanto, neste trabalho foi decidido fazer uso das 
técnicas de controlo linear pois estas estão muito mais consolidadas na literatura e são ainda 
muito utilizadas na indústria. Os parâmetros de cada controlador foram afinados para os casos 
de massa mínima e massa máxima. Posteriormente, cada controlador foi também testado com 
os parâmetros afinados para a situação de carga mínima mas estando o atuador sujeito à carga 
máxima e vice-versa. Deste modo foi possível encontrar um ajuste universal de parâmetros 
para cada controlador. Os resultados obtidos com cada controlador serão devidamente 
analisados e comparados com vista a encontrar um controlador que se comporte de forma 
satisfatória independentemente da carga. Assim começa-se por um controlador muito simples, 
o controlador proporcional. 
3.1 Controlador Proporcional 
Tal como apresentado no diagrama de blocos da Fig. 3.1 o controlador proporcional consiste 
em aplicar ao sistema uma ação de controlo proporcional ao erro,  , entre a sua saída,  , e a 
sua saída de referência,     . 
 
 
Figura 3.1 - Controlo proporcional 
 
O ajuste do valor do ganho proporcional foi feito recorrendo ao 2º método de Ziegler-Nichols, 
baseado na resposta em frequência do sistema (Ogata, 2010). Como se verá mais à frente 
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nesta secção, o ganho do sistema em malha aberta varia com a direção do movimento do 
carro. Assim, foi utilizado o controlador proporcional para executar degraus de cada extremo 
do curso para a posição central, aumentando o ganho proporcional,   , até o sistema atingir o 
limiar da estabilidade e foram registados os valores do ganho crítico,    , e do período crítico, 
   . O ganho proporcional foi então ajustado para metade do ganho crítico,        ⁄ . A 
Tabela 3.1 apresenta os valores encontrados quando aplicado este procedimento com degraus 
resultantes num movimento negativo,    , e positivo,    , para cada caso de carga. 
 
Tabela 3.1 - Parâmetros para a determinação do ganho proporcional    
                                       
     
                
    17.8 0.21 8.9 
      
                 
    11.3 0.55 5.65 
 
Analisando a Tabela 3.1 é possível verificar que os ganhos obtidos com movimentos 
negativos tomam valores inferiores que os obtidos com    . Esta situação ocorre pois, como 
se verá ainda nesta secção, o ganho do sistema é maior nos movimentos negativos. 
As Figs. 3.2 a 3.5 descrevem o movimento do pistão quando é aplicado um sinal de referência 
em degraus de amplitude crescente, cada um com uma duração de 18 segundos. 
Analisando os gráficos é evidente que existe uma sobre-elongação excessiva quando o 
cilindro se move no sentido negativo. De facto, os valores máximos de sobre-elongação 
registados são de aproximadamente 100% para o ajuste do ganho    através de um 
movimento negativo, e cerca de 130% para o ajuste através de um    . Um dos motivos para 
este fenómeno prende-se com a diferença entre as áreas das câmaras do atuador: para um 
mesmo valor de caudal, quanto menor for a área, maior será a resultante velocidade do 
êmbolo. Existe, no entanto uma segunda causa para este fenómeno, de natureza não tão óbvia. 
Para a compreender é necessário visitar a curva de ganho de caudal das servoválvulas, 
disponível no catálogo (FESTO, 2005), e representada na Fig. 3.6. 
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Figura 3.2 - Ensaio de posicionamento do controlador P, movimento de ajuste     ,     
 
 
Figura 3.3 - Ensaio de posicionamento do controlador P, movimento de ajuste     ,     
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Figura 3.4 - Ensaio de posicionamento do controlador P, movimento de ajuste     ,     
 
 
Figura 3.5 - Ensaio de posicionamento do controlador P, movimento de ajuste     ,     
 
Na Fig. 3.6 encontra-se representado o caudal que atravessa as servoválvulas A e B em função 
da tensão de alimentação das mesmas, respetivamente. Relembrando que neste trabalho os 
orifícios 2 e 3 das servoválvulas foram obturados, a metade esquerda dos gráficos (abaixo dos 
5V) corresponde à situação em que o orifício de trabalho 4 se encontra ligado ao orifício de 
escape 5 e o orifício de alimentação 1 se encontra obturado, enquanto na metade direita 
(acima dos 5V), 4 encontra-se ligado a 1 e 5 está obturado. 
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As ações de controlo para as servoválvulas podem ser dadas pelas equações: 
           (3.1) 
           (3.2) 
 
 
Figura 3.6 - Curvas de ganho de caudal: a) da servoválvula A, b) da servoválvula B (retirado 
de (FESTO, 2005)) 
 
Os marcadores a vermelho correspondem à situação de equilíbrio (    ), a azul a uma 
situação em que o pistão se move no sentido positivo (    ) e a verde a uma situação em 
que o pistão se move no sentido negativo (    ). Analisando o gráfico, observa-se que na 
situação de equilíbrio, uma vez que o orifício 2 da servoválvula A se encontra obturado, não 
flui caudal para a câmara principal do cilindro. Existe, no entanto, uma alimentação da câmara 
secundária, um pequeno caudal que sai pela fuga entre a haste e o corpo do cilindro. Para 
pequenos valores de    positivos, há um valor reduzido de caudal que flui para a câmara A, 
resultando numa movimentação do êmbolo no sentido positivo a baixa velocidade. No caso de 
pequenos valores de    negativos, o caudal que flui pela servoválvula B é muito mais 
significativo. Assim, uma variação negativa no valor da ação de controlo resulta em maior 
caudal, o que, juntamente com a menor área da câmara secundária, se traduz num movimento 
do pistão mais rápido do que o resultante de uma variação positiva. Em resumo, esta situação 
ocorre devido ao valor das tensões de equilíbrio: se o atuador fosse perfeitamente simétrico e 
sem fugas, estas teriam o mesmo valor de 5 V. O presente equipamento consiste num atuador 
assimétrico com fugas pela haste, resultando em diferentes valores de     e    , originando 
este comportamento. 
Para o controlador proporcional, os ajustes do ganho para a massa máxima foram os 
escolhidos como ajustes universais. As Figs. 3.7 e 3.8 revelam o comportamento do atuador 
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com estes ajustes de parâmetros, quando sujeito à carga mínima, para cada caso de 
movimento.  
 
 
Figura 3.7 - Ensaio de posicionamento do controlador P, ajuste de ganhos universal, 
movimento de ajuste     ,     
 
 
Figura 3.8 - Ensaio de posicionamento do controlador P, ajuste de ganhos universal, 
movimento de ajuste     ,     
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Os resultados são os esperados com um aumento do erro de regime permanente e uma 
diminuição da sobre-elongação relativamente à afinação para     . A Tabela 3.2 apresenta 
aos valores máximos do erro de regime permanente,    ́ , e da sobre-elongação,    ́ , bem 
como o tempo de acomodação médio,     , e o seu desvio-padrão,      , obtidos com o 
controlador proporcional. 
 
Tabela 3.2 - Resultados obtidos com o controlador P 
  
               
            
          |   ́ |     |    ́ |
                     
           
    1.23 98.50 0.96 0.39 
    0.77 127.57 0.81 0.37 
     
     
                     
    2.00 99.30 1.31 0.59 
    1.25 130.90 1.65 1.04 
     
     
                     
    3.08 39.07 1.04 0.54 
    1.77 70.00 1.05 0.78 
 
Analisando a Tabela 3.2, é possível concluir que recorrendo ao 2º método de Ziegler-Nichols 
através de degraus no sentido positivo,    , o erro de regime permanente diminui, enquanto a 
sobre-elongação aumenta quando comparando com os resultados obtidos com a aplicação do 
método através de degraus no sentido negativo. Estes resultados não são de todo 
surpreendentes considerando que o parâmetro que varia entre cada caso é o ganho 
proporcional,   . Genericamente, um aumento de    resulta numa maior sobre-elongação 
mas num erro de regime permanente inferior pois a força necessária para vencer o atrito 
estático é aproximadamente constante e dependente do produto do ganho proporcional pelo 
erro. 
Tendo em conta estes resultados pouco satisfatórios, passa-se a um controlador de maior 
complexidade, o PID. 
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3.2 Controlador PID 
Os controladores PID são considerados uma referência entre os controladores lineares e 
podem ser encontrados em grande número em todas as indústrias (Astrom and Hagglund, 
1995) Um controlador PID clássico atua sobre o erro,  , a sua derivada,     ⁄ , e o seu 
integral, ∫     . A ação de controlo gerada por este tipo de controlador pode ser dada pela 
expressão, escrita no domínio de Laplace: 
              (  
 
   
    ) (3.3) 
A Fig. 3.9 apresenta a arquitetura de um controlador PID em diagrama de blocos. 
 
 
Figura 3.9 - Controlo PID clássico 
 
No entanto, uma ação de controlo derivativa apresenta um problema relativamente ao seu 
ganho que não deve ser ignorado. Se, por hipótese, existir um ruído de medição,  , do tipo 
           , a ação de controlo derivativa sobre este ruído será                     . 
Assim, para frequências elevadas a ação derivativa tem um ganho muito elevado (Carneiro, 
2007). Para evitar este problema é comum fazer uma alteração na ação de controlo de modo a 
que a ação derivativa seja filtrada por um filtro passa baixo: 
 
    
    
     (  
 
   
 
   
     ⁄     
) (3.4) 
Na equação (3.4),   é uma constante que deve tomar valores entre 2 e 20 e define o valor da 
constante de tempo do filtro,    ⁄  (Astrom and Murray, 2007). 
Para este trabalho foi também incluído um sistema de anti-windup. As servoválvulas 
utilizadas trabalham na gama de 0 a 10 V, mas a ação de controlo calculada pode tomar 
valores fora desta gama. Quando tal acontece, a ação de controlo satura e torna-se necessário 
recorrer a um mecanismo que evite a integração do erro. O mecanismo implementado calcula 
a diferença entre a ação de controlo saturada,      e a ação de controlo calculada,  . Se a ação 
de controlo estiver na gama de 0 a 10 V a diferença é nula não afetando o sistema. No entanto, 
se a ação de controlo não estiver nessa gama, é adicionado um termo           ⁄  à entrada 
do integrador. 
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O controlador PID implementado pode ser representado pelo diagrama de blocos da Fig. 3.10. 
 
 
Figura 3.10 - Controlo PID realizado neste trabalho 
 
Os parâmetros do controlador PID foram ajustados pelas regras do segundo método de 
Ziegler-Nichols, enquanto que o valor de    foi escolhido de modo a que    √    , regra 
prática recomendada na literatura (Astrom and Hagglund, 1995). Os parâmetros utilizados no 
controlador são apresentados na Tabela 3.3. 
 
Tabela 3.3 - Parâmetros do controlador PID 
                                              
      
                        10 
                            10 
     
                          10 
                           10 
 
A Fig. 3.11 apresenta um excerto de um ensaio de posicionamento com a carga mínima. 
Verificou-se que com este controlador surge um ciclo-limite na resposta, um fenómeno 
altamente indesejável. Uma vez que este fenómeno é causado pela interação da ação integral 
com a força de atrito estático, para eliminá-lo foi utilizada uma zona morta à entrada do 
integrador, de modo a que quando o erro estivesse nessa zona, a ação integral desligasse. A 
zona morta foi ajustada para cada caso de carga de modo a que o sistema deixasse de entrar 
em ciclo limite. Para o sistema com os ganhos ajustados através de um movimento negativo, 
     e a massa mínima, esse valor foi de ±3 mm enquanto que para o caso de massa máxima 
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foi de ±2.5 mm. Com os ganhos ajustados ajustados através de um movimento positivo,    , 
esse valores foram de ±2 e ±1.5 mm para as cargas mínima e máxima, respetivamente. As 
Figs. 3.12 a 3.15 correspondem a ensaios de posição para cada um dos casos.  
 
 
Figura 3.11 - Ciclo-limite na resposta ao degrau do controlador PID 
 
Tal como com o controlador proporcional os resultados são fracos. Os valores de erro máximo 
em regime permanente obtidos foram elevados pois as zonas mortas são demasiado alargadas 
para obter bons resultados de posicionamento. Dentro destas, a ação integral, que elimina o 
erro em regime permanente, está desligada. A sobre-elongação também é excessiva, chegando 
a ultrapassar os 150% em mais do que um caso. 
No que diz respeito à avaliação do tempo de resposta do sistema, foi utilizado um parâmetro 
complementar ao tempo de acomodação, o tempo de entrada na zona morta,    . Este 
parâmetro é definido para cada degrau de referência como o tempo decorrido até o sistema 
entrar pela última vez na zona morta. Em primeira análise, este parâmetro deveria sempre 
tomar valores inferiores ao tempo de acomodação, uma vez que enquanto estiver fora da zona 
morta, a ação de controlo aumenta para levar o sistema para o seu interior. No entanto, 
existem algumas situações em que, devido ao atrito estático, o pistão “cola” numa posição 
muito próxima da zona morta e por esse motivo, a ação de controlo integral aumenta muito 
lentamente. Neste tipo de situação, o tempo necessário para a ação de controlo ser suficiente 
para vencer a força de atrito e mover o pistão para o interior da zona morta é bastante elevado. 
Por outro lado, se a magnitude do degrau realizado for grande, o pistão pode ficar “colado” 
fora da zona morta, mas no interior da banda de 2% em torno do valor final, resultando num 
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tempo de acomodação mais curto. Um exemplo deste comportamento será analisado 
detalhadamente num ensaio de posicionamento com um ajuste de ganhos universal. 
 
 
Figura 3.12 - Ensaio de posicionamento do controlador PID, movimento de ajuste     , 
    , zona morta: ±3 mm 
 
 
Figura 3.13 - Ensaio de posicionamento do controlador PID, movimento de ajuste     , 
    , zona morta: ±2 mm 
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Figura 3.14 - Ensaio de posicionamento do controlador PID, movimento de ajuste     , 
    , zona morta: ±2.5 mm 
 
Figura 3.15 - Ensaio de posicionamento do controlador PID, movimento de ajuste     , 
    , zona morta: ±1.5 mm 
 
Assim como com o controlador proporcional, foi escolhido como ajuste universal o ajuste de 
parâmetros afinados para a situação de carga máxima. Tal escolha é justificada pelo facto de 
ser o ajuste que conduz melhores resultados para as duas cargas consideradas. As 
Figs. 3.16 e 3.17 revelam o comportamento do pistão sujeito à carga mínima com o ajuste de 
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parâmetros universal e zonas mortas de ±2.5 e ±1.5 mm para os caso de     e    , 
respetivamente. Para garantir que o sistema entrava em regime permanente, nestes dois 
ensaios foi necessário aumentar a duração dos degraus de referência para 36 segundos. 
 
 
Figura 3.16 - Ensaio de posicionamento do controlador PID,    , ajuste de ganhos 
universal, movimento de ajuste    , zona morta: ±2.5 mm 
 
Figura 3.17 - Ensaio de posicionamento do controlador PID,    , ajuste de ganhos 
universal, movimento de ajuste    , zona morta: ±1.5 mm 
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A Fig. 3.18 é um excerto do gráfico da Fig. 3.16 e revela um comportamento pouco normal 
do atuador. De facto, tanto cerca dos 218 s como dos 221 s o pistão encontra-se parado 
durante cerca de 1 s dentro da zona morta, quando subitamente se move para uma posição de 
mais longe da referência, sem razão aparente. Para justificar este fenómeno, é necessário 
considerar a dinâmica das pressões dentro das câmaras do atuador (Carneiro, 2007) (Brun et 
al., 2005). Na realidade, o que acontece é que quando o pistão se imobiliza no interior da zona 
morta, a ação de controlo é constante mas as pressões nas câmaras do atuador evoluem para 
os seus valores de equilíbrio das curvas de ganho de pressão das servoválvulas. 
 
 
Figura 3.18 - Pormenor do ensaio de posicionamento da Fig. 3.16,       [       ] 
 
Na situação de equilíbrio estático pode escrever-se: 
         (3.5) 
                     (3.6) 
Em que    representa a resultante das restantes forças que não o atrito. Se, com a evolução das 
pressões, a igualdade (3.5) se desfizer e    ultrapassar a força de atrito estático, o pistão move-
se. Na Fig. 3.19 está representada a evolução das pressões nas câmaras entre         e 
        e a Fig. 3.20 revela o valor de    no mesmo intervalo temporal. Analisando os 
gráficos, é possível constatar que apesar de o pistão estar em repouso, as pressões não se 
encontram em equilíbrio, levando à variação de   , até que esta vence a força de atrito 
estático, originando o movimento do cilindro. 
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Figura 3.19 - Evolução das pressões das câmaras do atuador,       [       ] 
 
 
Figura 3.20 - Evolução de   ,       [       ] 
 
Na Fig. 3.21 é apresentado um excerto do gráfico da Fig. 3.17, correspondente a uma situação 
semelhante à da Fig. 3.18. A linha a vermelho representa a posição pretendida do pistão e a 
linha a azul a posição medida. Já as linhas horizontais a magenta e a verde representam os 
limites da zona morta e da banda de 2% do valor final, respetivamente. Como se pode 
verificar, quando  ≈      , o pistão sai da zona morta e “cola” fora da mesma. A cerca de 
 ≈      , a ação de controlo é suficiente para este voltar a entrar na zona morta, momento 
em que é fixado o valor de    . No entanto, o tempo de acomodação, foi fixado quando o 
pistão entrou pela última vez na banda de 2%, em  ≈        . 
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Figura 3.21 - Pormenor do ensaio de posicionamento da Fig. 3.17,       [       ] 
 
Assim, para os controladores em que foi utilizada uma zona morta, o tempo de acomodação 
permite uma avaliação da resposta temporal do sistema, enquanto o tempo de entrada zona 
morta dá uma informação mais clara sobre o tempo necessário para o sistema se encontrar em 
regime permanente. 
A Tabela 3.4 resume os resultados obtidos com o controlador PID. Os índices “ ” e “  ” 
dizem respeito a valores médios e desvios-padrão, respetivamente. 
Os resultados obtidos não são adequados para qualquer tipo de aplicação em que seja 
necessário um controlo rigoroso do posicionamento do cilindro. Por este motivo é necessário 
passar a controladores mais evoluídos como o controlador por retorno de estado (RE). 
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Tabela 3.4 - Resultados obtidos com o controlador PID 
  
           
   
            
           
          
     
|   ́ | 
     
|    ́ | 
    
     
    
      
    
     
    
      
    
     
       
  ±3 2.91 142.71 2.56 1.03 2.80 1.50 
       
  ±2 1.89 151.46 1.34 0.49 1.22 0.49 
     
       
  
                   
±2.5 2.40 118.54 3.02 1.27 2.85 1.27 
       
  
                   
±1.5 1.45 157.61 2.18 1.18 2.27 1.42 
     
       
  
                   
±2.5 2.39 81.42 3.20 1.57 3.57 3.71 
       
  
                   
±1.5 1.48 126.72 2.57 1.48 4.30 5.05 
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3.3 Controlador RE por Colocação de Pólos 
Como o próprio nome indica, o controlador por retorno de estado consiste numa 
realimentação do vetor de estado do sistema, como se pode verificar no diagrama de blocos da 
Fig. 3.22. O vetor de estado pode ser obtido por medição ou observação. A primeira opção 
requer um aumento na instrumentação necessária e, consequentemente, no custo, tornando a 
observação do vetor de estado uma opção mais apelativa. Neste trabalho foi utilizado um 
filtro de Kalman (Carneiro and Almeida, 2016) como observador de estado. 
 
 
Figura 3.22 - Controlo RE 
 
O modelo linearizado de 3ª ordem pode ser representado de uma forma compacta como: 
 
 ̇        
     
(3.7) 
Onde as matrizes  ,   e   são: 
   [
 
   
   
    
       
] (3.8) 
   [
 
 
 
      
 
 
] (3.9) 
   [   ] (3.10) 
Para um controlador RE, a ação de controlo é dada por: 
              (3.11) 
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O vetor de ganhos   [      ] pode ser calculado de forma a impor a resposta do 
sistema em malha fechada. Para tal, é necessário impor os pólos desejados à equação 
característica: 
 |       |    (3.12) 
No que diz respeito ao presente trabalho, foi decidido impor uma dinâmica em malha fechada 
idêntica à de um filtro de Bessel com uma frequência característica    . Esta frequência foi 
ajustada experimentalmente para cada caso de carga:               para a massa mínima 
e              para a massa máxima. Os ganhos calculados para o controlador RE são 
apresentados na Tabela 3.5 e os ensaios de posicionamento nas Figs. 3.23 e 3.24. 
 
Tabela 3.5 - Ganhos do controlador RE por colocação de pólos 
                           
     
                         
                         
 
 
Figura 3.23 - Ensaio de posicionamento do controlador RE por colocação de pólos,     
 
  
90 
 
Figura 3.24 - Ensaio de posicionamento do controlador RE por colocação de pólos,     
 
Nota-se uma grande melhoria na resposta do sistema quando comparada com a resposta 
obtida com os controladores anteriores, em qualquer dos casos de carga. De facto, quer o erro 
máximo, quer a sobre-elongação, quer o tempo de acomodação, são muito reduzidos quando 
comparados aos valores obtidos com os controladores testados previamente. 
Neste caso, como ajuste universal, foram considerados os ganhos calculados para a massa 
mínima. Esta decisão prende-se com o facto de que tanto o ganho de aceleração,   , como o 
ganho de velocidade,   , calculados para o sistema com a carga mínima serem menores do 
que os calculados para o sistema com a carga máxima. Assim, este ajuste de parâmetros 
resulta num controlador mais suave e menos sujeito a ruído que possa surgir nas variáveis 
observadas. 
Na Fig. 3.25 está representada graficamente a resposta do sistema com a massa máxima para 
o ajuste universal dos parâmetros do controlador. Na Tabela 3.6 são apresentados os 
resultados obtidos com este controlador. 
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Figura 3.25 - Ensaio de posicionamento do controlador RE por colocação de pólos,    , 
ajuste de ganhos universal 
 
Tabela 3.6 - Resultados obtidos com o controlador RE por colocação de pólos 
  
           
               
|   ́ |     |    ́ |
                     
     
     
                   
0.09 14.49 0.17 0.08 
          0.17 15.43 0.42 0.14 
     
     
                   
0.04 39.67 0.37 0.08 
 
No caso do ajuste universal com a massa máxima, observa-se um claro aumento da sobre-
elongação, justificado pelo facto de o ganho proporcional ao erro,   , ter um valor mais 
elevado neste caso do que com os parâmetros ajustados para a carga máxima. No entanto, este 
aumento do ganho    também leva a um menor erro no posicionamento. Com efeito, o valor 
de erro em regime permanente máximo registado neste caso é de apenas 0.04 mm, menor do 
que o valor obtido com a carga mínima. 
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3.4 Controlador RE por Ajuste Experimental 
Ainda que os resultados obtidos com o controlador RE por colocação de pólos sejam muito 
melhores que os obtidos com os controladores analisados previamente, é necessário 
desenvolver um modelo do sistema para poder impor a sua resposta em malha fechada, o que 
pode constituir uma tarefa demorada, e por vezes impraticável se não for possível obter o 
modelo do sistema. Para contornar esta problemática, procurou-se na literatura uma forma 
alternativa de ajustar os ganhos do controlador RE, tendo sido encontrados dois 
procedimentos para os determinar experimentalmente (Krivts and Krejnin, 2006). 
 
3.4.1 Primeiro Método Experimental 
O primeiro método encontrado, indicado para posicionamento ponto a ponto, consiste nos 
seguintes passos: 
1. Com os ganhos    e    nulos, afinar o ganho    por forma a impor uma oscilação 
sustentada para um degrau entre um dos extremos do curso útil e a posição central. 
Nessa situação, registar a amplitude de oscilação,    ; 
2. Afinar o ganho    de modo a obter uma sobre-elongação máxima entre 2 a 4% da 
amplitude de oscilação registada; 
3. Afinar o ganho    para o menor valor que garanta uma resposta sem sobre-elongação. 
No entanto, como foi visto na análise da resposta do controlador proporcional, o ganho de 
caudal, para um mesmo degrau, varia com o sentido do movimento, justificando-se a 
repetição do procedimento para cada extremo do curso. Na Tabela 3.7 estão resumidos os 
valores dos ganhos encontrados com a realização do procedimento através de um movimento 
do pistão no sentido negativo,    , e positivo,    , para cada caso de carga. 
 
Tabela 3.7 - Ganhos do controlador RE determinados pelo 1º método experimental 
                                     
     
     
                
                
     
                 
               
Desenvolvimento de Controlador de Movimento para Cilindro Pneumático de Baixo Atrito 
93 
 
As Figs. 3.26 a 3.29 representam as respostas do sistema obtidas com estes ajustes. Note-se 
que para cada conjunto de degraus foi utilizado um só conjunto de parâmetros, 
independentemente do sentido do movimento do pistão. 
 
 
Figura 3.26 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 1º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
 
Figura 3.27 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 1º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
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Figura 3.28 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 1º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
 
Figura 3.29 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 1º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
Verifica-se que aplicando o método com um movimento no sentido negativo, a sobre-
elongação é residual, ao passo que com um movimento no sentido positivo,       , é 
considerável. Estes resultados eram espectáveis pois afinando os ganhos    e    para obter 
uma resposta monótona com um movimento negativo, a situação inversa, em que o sistema 
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tem um ganho intrínseco mais baixo, fica garantida. Por outro lado, o erro máximo de regime 
permanente é maior com a afinação para um movimento negativo do que com o positivo, o 
que se pode justificar pelo facto de a afinação com o movimento negativo conduzir a um valor 
mais reduzido de   . 
Os ajustes universais de parâmetros basearam-se nos ajustes de massa máxima. As 
Figs. 3.30 e 3.31 apresentam os gráficos de dois ensaios de posicionamento, com transporte 
de massa mínima, para cada ajuste universal de parâmetros. 
A Tabela 3.8 resume os resultados obtidos com o controlador RE tendo em conta as afinações 
anteriormente apresentadas. 
Comparando as afinações efetuadas com o método proposto na literatura, com    , a sobre-
elongação é praticamente eliminada, mas com     o erro de regime permanente é menor e a 
resposta é mais rápida. Escolher este último ajuste leva a uma sobre-elongação de 
aproximadamente 5% no pior caso, o que, dependendo da aplicação, poderá ser um pequeno 
preço a pagar para obter uma melhoria no posicionamento e uma dinâmica mais rápida. 
 
 
Figura 3.30 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos universais ajustados 
pelo 1º método experimental, movimento de ajuste     ,     
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Figura 3.31 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos universais ajustados 
pelo 1º método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
Tabela 3.8 - Resultados obtidos com o controlador RE com ganhos ajustados pelo 1º método 
experimental 
  
           
               
          |   ́ |     |    ́ |
                     
          
    1.26 0.01 0.78 0.65 
    0.56 24.18 0.61 0.22 
     
     
                   
    1.48 0 1.52 0.62 
    1.22 4.92 1.29 0.53 
     
     
                   
    1.40 0 1.56 0.46 
    1.11 0 1.24 0.64 
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3.4.2 Segundo Método Experimental 
O segundo procedimento sugerido na literatura, ainda que vocacionado para o seguimento de 
trajetórias, é muito semelhante ao primeiro, consistindo nos seguintes passos: 
1. Com os ganhos    e    nulos, afinar o ganho    por forma a impor uma oscilação 
sustentada para um degrau de magnitude de 5% do curso útil, em torno da posição 
central. Nessa situação, registar a amplitude de oscilação,    ; 
2. Afinar o ganho    de modo a obter uma sobre-elongação máxima entre 20 a 40% da 
amplitude de oscilação registada; 
3. Afinar o ganho    para o menor valor que garanta uma resposta sem sobre-elongação. 
Tal como para o primeiro método, o processo foi repetido para cada sentido de movimento do 
pistão. A Tabela 3.9 resume os valores encontrados para os ganhos do controlador. 
 
Tabela 3.9 - Ganhos do controlador RE determinados pelo 2º método experimental 
                                     
     
     
                 
               
     
                  
              
 
Nas Figs. 3.32 a 3.35 estão representados graficamente os ensaios de posição realizados com 
estes parâmetros. Sublinha-se novamente o facto de os parâmetros do controlador terem sido 
constantes durante cada ensaio de posicionamento. 
Surpreendentemente, o erro de posicionamento obtido com este método, vocacionado para o 
seguimento de trajetórias, é inferior ao obtido com o método para posicionamento ponto a 
ponto. Na realidade, o que sucede é que o valor do ganho    necessário para pôr o sistema a 
oscilar aumenta com a diminuição da magnitude do degrau. Como neste segundo método o 
degrau utilizado tem uma magnitude dez vezes menor que o primeiro, o ganho    é maior e o 
erro de regime permanente diminui. 
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Figura 3.32 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 2º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
 
Figura 3.33 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 2º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
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Figura 3.34 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 2º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
 
Figura 3.35 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos ajustados pelo 2º 
método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
Tal como com o primeiro método, o ajuste universal de parâmetros baseou-se no ajuste de 
massa máxima. Os gráficos das Figs. 3.36 e 3.37 mostram o deslocamento do pistão com a 
carga mínima num ensaio de posicionamento para cada conjunto universal de parâmetros. 
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Figura 3.36 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos universais ajustados 
pelo 2º método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
 
Figura 3.37 - Ensaio de posicionamento do controlador RE com ganhos universais ajustados 
pelo 2º método experimental, movimento de ajuste    ,     
 
A Tabela 3.10 exibe os resultados obtidos recorrendo ao segundo método proposto. É possível 
constatar que os parâmetros universais determinados pelo segundo procedimento conduziram 
a um menor erro de posicionamento do que os determinados pelo primeiro, com valores de 
erro de regime permanente máximo entre os 0.91 mm e os 1.12 mm contra valores entre os 
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1.11 mm e os 1.48 mm. Também os maiores valores de sobre-elongação e tempo de 
acomodação médio obtidos são inferiores, sugerindo a superioridade deste método de 
afinação de parâmetros, para este sistema em particular. 
Comparando com o controlador RE por colocação de pólos, o erro de regime permanente e o 
tempo de acomodação são substancialmente maiores, ao passo que a sobre-elongação é, de 
um modo geral, mais reduzida. Note-se, no entanto, que estes procedimentos experimentais 
admitem afinação adicional: depois de aplicado um dos métodos para ajustar os parâmetros do 
controlador, o ganho    pode ser aumentado e os ganhos    e    reajustados para obter 
novamente uma resposta monótona. Este processo pode ser repetido iterativamente até o 
sistema se tornar instável, retendo-se os parâmetros imediatamente anteriores a essa afinação. 
 
Tabela 3.10 - Resultados obtidos com o controlador RE com ganhos ajustados pelo 2º método 
experimental 
  
           
               
          |   ́ |     |    ́ |
                     
          
    0.61 0.17 0.46 0.20 
    0.35 16.80 0.43 0.15 
     
     
                   
    1.12 0.02 1.26 0.51 
    1.07 2.10 1.29 0.51 
     
     
                   
    0.92 0 1.34 0.42 
    0.91 0 1.26 0.66 
 
Tendo em conta as diferenças entre o comportamento dinâmico do sistema quando controlado 
por retorno de estado por colocação de pólos e por ajuste experimental, foi decidido fazer uma 
análise aos pólos do sistema controlado para estes dois casos. Para tal, foi necessário 
determinar a FTMF do sistema. 
Recordando a Fig. 3.22, é possível escrever: 
          (                  
         ) (3.13) 
Em que      representa a FTMA do sistema. 
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Reescrevendo: 
 
    
       
 
      
                   
 (3.14) 
Recorrendo ao modelo de 3ª ordem: 
      
      
 
               
 (3.15) 
Substituindo (3.15) em (3.14) e manipulando algebricamente chega-se à FTMF: 
 
    
       
 
        
 
                                                
 (3.16) 
Fazendo  →  , percebe-se imediatamente que em regime permanente              e, 
consequentemente, que nesta situação se deveria atingir erro nulo. No entanto, como já foi 
referido anteriormente, tal não acontece devido à presença do fenómeno do atrito. 
Os pólos do sistema controlado são as raízes da equação característica. Esta traduz a situação 
em que o denominador do segundo membro da expressão (3.16), o polinómio característico, 
toma o valor nulo: 
                    
       
          
           
    (3.17) 
Resolvendo a igualdade (3.17) descobriu-se que o conjunto de pólos resultante, para cada um 
dos casos em estudo, é composto por um pólo real e dois pólos complexos conjugados. 
Assim, a expressão (3.16) pode ser reescrita como o produto de uma FT de primeira ordem 
genérica por uma de segunda ordem: 
 
    
       
     
 
      
 
    
 
                 
  (3.18) 
Em que     corresponde à constante de tempo da função de transferência de primeira ordem, 
e      e     são a frequência natural e a razão de amortecimento da FT de 2ª ordem. O 
ganho     é o produto dos ganhos de cada FT. A equação (3.18) pode ser simplificada para 
ter a mesma forma da expressão (3.16): 
 
    
       
 
       
    ⁄
     (             ⁄ )   (           ⁄      
 )      
    ⁄
 (3.19) 
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Igualando (3.19) a (3.16): 
 
{
 
 
 
 
       
    ⁄          
 
    
    ⁄          
 
  
  
       ⁄      
    
          
 
  
  
         ⁄               
 
 (3.20) 
Analisando as duas primeiras equações do sistema (3.20), conclui-se imediatamente que 
     . Os restantes parâmetros são os parâmetros do sistema em malha fechada que variam 
conforme a carga e os ganhos do controlador. 
Assim, para sistema controlado a transportar a massa mínima e com ajuste para essa massa, 
foram obtidos os valores dos parâmetros apresentados na Tabela 3.11. 
 
Tabela 3.11 - Parâmetros de malha fechada do sistema controlado por RE,     
           ⁄               
a) Colocação de pólos 56.66 0.72 0.019 
b) 1º método experimental,     40.76 0.53 0.155 
c) 1º método experimental,     34.02 0.57 0.091 
d) 2º método experimental,     44.25 0.47 0.123 
e) 2º método experimental,     53.95 0.69 0.092 
 
Na Fig. 3.38 encontram-se representados os pólos de cada caso da Tabela 3.11 no plano 
complexo. 
A posição dos pólos reais é determinada fazendo         ⁄ , enquanto a posição dos pólos 
complexos é dada por                  √     
  . 
Analisando a Tabela 3.11 e a Fig. 3.38, é interessante notar que, genericamente, a razão de 
amortecimento,    , toma valores mais baixos quando os ganhos do controlador são afinados 
experimentalmente do que quando são ajustados pelo clássico processo de colocação de pólos. 
À primeira vista, tal não parece coerente com os resultados obtidos nos testes efetuados aos 
controladores pois os valores de sobre-elongação obtidos com o controlador afinado 
experimentalmente são, de uma forma geral, mais reduzidos. No entanto, há que considerar 
  
104 
que o sistema é de 3ª ordem e, como tal, este tipo de análise só é válida se os pólos complexos 
do sistema forem dominantes.  
 
 
Figura 3.38 - Pólos do sistema controlado por RE,     (legenda na Tabela 3.11) 
 
As condições para que os pólos mais próximos do eixo imaginário de um sistema dominem a 
resposta transitória são (Ogata, 2010): 
1. A razão entre as partes reais dos pólos é superior a 5; 
2. Não existem zeros na vizinhança dos pólos em questão. 
A Tabela 3.12 apresenta a razão das partes reais dos pólos para cada caso em estudo. 
 
Tabela 3.12 - Razão entre as partes reais dos pólos do sistema controlado por RE,     
        (   
  )⁄     
  (       )⁄  
a) Colocação de pólos - 1.26 
b) 1º método experimental,     3.37 - 
c) 1º método experimental,     1.77 - 
d) 2º método experimental,     2.56 - 
e) 2º método experimental,     3.42 - 
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Como se pode constar observando a Tabela 3.12, ainda que não existam zeros, em nenhum 
dos casos existem pólos dominantes, o que significa é necessário analisar todos os pólos no 
seu conjunto. 
Retomando a análise da Tabela 3.11 e da Fig. 3.38, é possível observar que os pólos reais dos 
casos b) a e) são muito mais lentos do que o correspondente pólo do caso a). De facto, se os 
resultados relativamente ao tempo de acomodação, apresentados na Tabela 3.13, forem 
comparados, verifica-se que este é sempre consideravelmente superior quando os ganhos são 
ajustados experimentalmente. Comparativamente ao caso a), também a frequência natural, 
    , genericamente é inferior para os casos b) a e), resultando numa menor largura de 
banda e contribuindo para um comportamento dinâmico mais lento. 
 
Tabela 3.13 - Tempos de acomodação do sistema controlado por RE,      
 a) b) c) d) e) 
         0.17 0.78 0.61 0.46 0.43 
 
A mesma análise pode ser feita para o sistema com a massa máxima e com os parâmetros do 
controlador ajustados para essa massa. As Tabelas 3.14 e 3.15 apresentam os parâmetros de 
malha fechada do sistema e a razão das partes reais dos correspondentes pólos, 
respetivamente. A Fig. 3.39 constitui a representação gráfica dos pólos do sistema. 
 
Tabela 3.14 - Parâmetros de malha fechada do sistema controlado por RE,     
           ⁄               
a) Colocação de pólos 20.61 0.72 0.053 
b) 1º método experimental,     17.76 0.30 0.401 
c) 1º método experimental,     18.68 0.34 0.361 
d) 2º método experimental,     19.82 0.30 0.345 
e) 2º método experimental,     20.72 0.35 0.359 
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Figura 3.39 - Pólos do sistema controlado por RE,     (legenda na Tabela 3.14) 
 
Tabela 3.15 - Razão entre as partes reais dos pólos do sistema controlado por RE,     
        (   
  )⁄     
  (       )⁄  
a) Colocação de pólos - 1.26 
b) 1º método experimental,     2.10 - 
c) 1º método experimental,     2.31 - 
d) 2º método experimental,     2.04 - 
e) 2º método experimental,     2.60 - 
 
Continuando a não existir pólos dominantes, verifica-se a mesma tendência relativamente aos 
parâmetros de malha fechada dos casos de massa mínima. Como seria de esperar, 
relativamente ao sistema com massa mínima a largura de banda diminui tal como o sucedido 
com o sistema em malha aberta. A constante de tempo de primeira ordem também toma 
valores mais elevados, sendo coerente com o aumento do tempo de acomodação verificado na 
resposta do sistema. 
De seguida passa-se à análise dos pólos do sistema controlado com os ajustes universais de 
ganho. Para o sistema com a resposta imposta por colocação de pólos, o ajuste universal de 
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ganhos escolhido foi o determinado para o sistema com a massa mínima. Com este ajuste de 
ganhos, o sistema foi testado com a carga máxima. A Fig. 3.40 apresenta os pólos do sistema 
em malha fechada. 
 
 
Figura 3.40 - Pólos do sistema controlado por RE com os ganhos determinados por colocação 
de pólos, ajuste de ganhos universal 
 
Como se pode verificar observando o gráfico da Fig. 3.40, o par de pólos complexos 
conjugados é claramente dominante, mas encontra-se no lado direito do plano complexo, o 
que significa que nesta situação o sistema é instável. No entanto, como se pode constatar pelo 
ensaio de posicionamento representado na Fig. 3.25, o sistema real é estável. Por outro lado, é 
necessário ter em conta que apesar de terem parte real positiva, estes pólos encontram-se 
praticamente em cima do eixo imaginário. Com efeito, o correspondente valor da constante de 
amortecimento é de           . Assim, existem algumas explicações que poderão 
contribuir para a ocorrência deste fenómeno: 
  A análise da posição dos pólos é baseada num modelo linear, enquanto o sistema real 
é extremamente não linear; 
  Os parâmetros do modelo linear foram escolhidos considerando o seu valor médio: se 
o critério de escolha fosse diferente, o conjunto de pólos poderia encontrar-se do lado 
oposto do eixo imaginário. 
Finalmente, analisa-se a posição dos pólos do sistema controlado com os conjuntos de ganhos 
universais para os casos em que foram utilizados os métodos experimentais. Nestes casos, o 
ajuste universal considerado foi o determinado para a situação de massa máxima. Os 
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parâmetros de malha fechada do sistema carregado com a massa mínima são apresentados na 
Tabela 3.16. Na Fig. 3.41 estão representados os pólos resultantes no plano complexo. Os 
valores relativos à razão entre as partes reais dos pólos podem ser consultados na Tabela 3.17. 
 
Tabela 3.16 - Parâmetros de malha fechada do sistema controlado por RE com os ganhos 
determinados experimentalmente,    , ajuste de ganhos universal 
           ⁄               
b) 1º método experimental,     49.92 0.62 0.380 
c) 1º método experimental,     52.64 0.78 0.344 
d) 2º método experimental,     56.04 0.67 0.331 
e) 2º método experimental,     58.68 0.83 0.345 
 
 
Figura 3.41 - Pólos do sistema controlado por RE com os ganhos determinados 
experimentalmente,    , ajuste de ganhos universal (legenda na Tabela 3.16) 
 
Observando a Fig. 3.41 e a Tabela 3.17, torna-se evidente que o pólo de primeira ordem é 
dominante. Nesta situação, o sistema de 3ª ordem pode ser aproximado por um de primeira. 
Efetivamente, tal como num sistema de primeira ordem, o sistema tem uma resposta 
monótona para qualquer referência de posição em degrau. Para além disso, sabe-se que, 
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quando sujeito a uma solicitação em degrau, um sistema de primeira ordem atinge 98.2% do 
valor final 4 constantes de tempo após o aparecimento da solicitação. Uma vez que o tempo 
de acomodação foi definido como o tempo necessário para o sistema entrar e permanecer 
numa banda entre 98 e 102% do valor final, é possível comparar o valor do tempo de 
acomodação com o quádruplo do valor da constante de tempo da FT de 1ª ordem. Estes 
valores são apresentados na Tabela 3.18. 
 
Tabela 3.17 - Razão entre as partes reais dos pólos do sistema controlado por RE com os 
ganhos determinados experimentalmente, ajuste de ganhos universal 
 b) c) d) e) 
       (   
  )⁄  11.67 14.19 12.47 16.70 
 
Tabela 3.18 - Comparação entre o tempo de acomodação do sistema controlado por RE com 
os ganhos determinados experimentalmente, ajuste de ganhos universal, e o valor previsto 
pela constante tempo de 1ª ordem  
                  
b) 1º método experimental,     1.56 1.52 
c) 1º método experimental,     1.24 1.37 
d) 2º método experimental,     1.34 1.32 
e) 2º método experimental,     1.26 1.38 
 
Tal como previsto, os valores de cada caso da Tabela 3.18 não são iguais devido às diferenças 
entre o modelo linearizado e o sistema real, mas sua a proximidade é notável. 
Apesar dos resultados obtidos com o controlador RE serem consideravelmente melhores que 
os obtidos com os controladores P e PID, ainda não foi possível eliminar o erro de regime 
permanente. Para lidar com este problema foi decidido testar um controlador por retorno de 
estado com ação integral (REI).  
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3.5 Controlador REI por Colocação de Pólos 
Na Fig. 3.42 está representado o sistema controlado por um controlador REI através de um 
diagrama de blocos. 
 
 
Figura 3.42 - Controlo REI 
 
Devido à introdução do integrador, a ordem do sistema aumenta, podendo este ser descrito, de 
forma compacta, por: 
 *
 
 ̇
 ̇
 
+  *
 
  
    
+ *
 
 
 
 
+  *
 
 
 
 
+   (3.21) 
           (3.22) 
A equação característica é dada por: 
 |*
 
       
    
+|    (3.23) 
Também no caso do controlador REI foi decidido impor a resposta dinâmica de um filtro de 
Bessel, neste caso de 4ª ordem. Relativamente às frequências características, 
experimentalmente foi determinado que as mais indicadas seriam:              , para a 
carga mínima, e              , para a carga máxima. Os ganhos calculados para que o 
sistema se comportasse como o pretendido são apresentados na Tabela 3.19. 
A Fig. 3.43 apresenta um excerto de um ensaio de posicionamento com o controlador REI 
para a situação de carga mínima. 
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Tabela 3.19 - Ganhos do controlador REI por colocação de pólos 
                           
                 
                                
                               ∙   
  
 
 
Figura 3.43 - Ciclo-limite na resposta ao degrau do controlador REI por colocação de pólos 
 
Tal como aconteceu quando foi testado o controlador PID, surgiu um ciclo-limite na resposta 
devido à interação entre a ação integral e a força de atrito. À semelhança do caminho seguido 
com o controlador PID, foi introduzida uma zona morta para tentar eliminar este fenómeno 
indesejável. Para a massa mínima, o valor da largura da zona morta que impediu o sistema de 
entrar em ciclo limite foi de ±0.2 mm, enquanto que para a massa máxima foi de ±0.4 mm. Os 
gráficos correspondentes aos ensaios de posicionamento dos dois casos de carga são 
apresentados nas Figs. 3.44 e 3.45. 
Uma vez que foi necessário introduzir uma zona morta à entrada do integrador para eliminar o 
ciclo limite, foi sacrificada a possibilidade de obter erro nulo em regime permanente, sendo 
este limitado exclusivamente pela largura da zona morta. Com efeito, os valores obtidos de 
erro são sempre inferiores à largura da camada limite, mas dentro desta o cilindro pode parar 
em qualquer posição. Assim, o erro máximo que se pode garantir coincide com a largura da 
zona morta.  
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Figura 3.44 - Ensaio de posicionamento do controlador REI por colocação de pólos,    , 
zona morta: ±0.2 mm 
 
 
Figura 3.45 - Ensaio de posicionamento do controlador REI por colocação de pólos,    , 
zona morta: ±0.4 mm 
 
Para o controlador REI, o ajuste de parâmetros escolhido como universal foi o determinado 
para a situação de massa mínima, decisão suportada pela mesma justificação avançada na 
escolha do conjunto universal de ganhos para o controlador RE por colocação de pólos. Foi 
necessário, no entanto, reajustar a largura da zona morta para ± 0.5 mm. O ensaio de 
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posicionamento, com o atuador a transportar a carga máxima, está representado graficamente 
na Fig. 3.46. 
A Tabela 3.20 apresenta os resultados obtidos com o controlador REI. 
 
 
Figura 3.46 - Ensaio de posicionamento do controlador REI por colocação de pólos,    , 
ajuste de ganhos universal, zona morta: ±0.5 mm 
 
Tabela 3.20 - Resultados obtidos com o controlador REI por colocação de pólos 
  
           
   
            
           
          
     
|   ́ | 
     
|    ́ | 
    
     
    
      
    
     
    
      
    
     
     
                   
±0.2 0.18 5.15 0.27 0.16 2.10 1.52 
          ±0.4 0.11 9.92 0.69 0.59 1.75 0.69 
     
     
                   
±0.5 0.39 51.48 1.37 0.25 1.75 0.39 
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Analisando a Tabela 3.20, é possível verificar que, em qualquer dos casos,          . Tal 
como mencionado na secção 3.2, seria de esperar que     tomasse valores sempre inferiores a 
   . No entanto,     tende ser superior a     em situações em que a largura da banda de 2% é 
muito superior à largura da zona morta. Um exemplo deste tipo de situação é apresentado na 
Fig. 3.47, um excerto do ensaio de posicionamento da Fig. 3.44. 
 
Figura 3.47 - Pormenor do ensaio de posicionamento da Fig. 3.44,       [       ] 
 
Na Fig. 3.47 as linhas horizontais a magenta delimitam a zona morta, enquanto as linhas a 
verde representam os limites da banda de 2% do valor final. As linhas a vermelho e a azul 
representam as posições pretendida e medida do pistão, respetivamente. Nesta situação, o 
sistema oscila no interior da banda de 2% até o pistão estabilizar no interior da zona morta. 
Com o aumento da magnitude dos degraus realizados, este tipo de situação tende a ocorrer 
pois a banda de 2% vai alargando, enquanto a largura da zona morta se mantém constante, 
resultando num tempo de acomodação muito curto quando comparado ao tempo de entrada na 
zona morta. 
A posição dos pólos do sistema a transportar a massa máxima, controlado com os parâmetros 
determinados para a situação de carga mínima, combinada com a presença da zona morta, 
resulta numa sobre-elongação elevada e num longo tempo necessário para atingir regime 
permanente. Também o erro de regime permanente não é inferior ao obtido com o controlador 
RE por colocação de pólos. Em suma, no que diz respeito ao presente trabalho, o aumento da 
complexidade do controlador com a introdução de uma ação integral não se traduz em 
qualquer vantagem no controlo do sistema. 
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3.6 Conclusões do Capítulo 
Este capítulo focou o controlo do sistema. Foram testados diversos controladores lineares 
desde o mais simples, o proporcional, até mais complexos como o controlador REI. Em 
algumas situações, surgiram oscilações indesejadas na posição do pistão. Se o controlador em 
questão incluir uma ação integral, as oscilações são causadas devido à sua interação com o 
atrito estático do sistema, resultando num ciclo limite. Nos restantes casos, as oscilações são 
causadas devido à evolução das pressões no sentido dos correspondentes valores de equilíbrio. 
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4 Conclusões e Trabalhos Futuros 
Neste trabalho foi realizado um estudo sobre um sistema servopneumático com um atuador de 
baixo atrito. O trabalho iniciou-se com uma contextualização sobre a posição dos sistemas 
pneumáticos na indústria. Para evidenciar como a eficiência de instalações pneumáticas é 
geralmente baixa, foi avaliada a eficiência uma instalação exemplificativa. No que diz 
respeito a atuadores pneumáticos foram apresentadas várias soluções construtivas para reduzir 
o atrito, de modo a aumentar a eficiência e facilitar o seu controlo. Foi também feita uma 
revisão sobre os estudos que têm vindo a ser efetuados com atuadores pneumáticos de baixo 
atrito para compreender a importância dos mesmos no panorama tecnológico atual. 
A componente experimental do trabalho foi realizada sobre uma instalação laboratorial, 
apresentada na secção 1.2, que se pretende representativa das aplicações industriais para as 
quais um sistema pneumático se encontra vocacionado: cargas médias, velocidades e 
acelerações elevadas. 
O trabalho desenvolvido pode ser dividido em duas partes: a modelação do sistema e o 
controlo do mesmo. A modelação do sistema foi feita no capítulo 2, principiando com a 
modelação das servoválvulas, a partir da norma ISO 6358. De seguida, procedeu-se à 
modelação matemática do atuador. 
Para a parte mecânica foi relacionada a inércia do conjunto móvel com as forças que atuam 
sobre o mesmo recorrendo à segunda lei de Newton. No que diz respeito à força de atrito, foi 
feita uma pequena contextualização sobre este fenómeno e os modelos mais utilizados para o 
descrever. Para a parte termodinâmica foi utilizado o Teorema do Transporte de Raynolds 
para analisar a variação da massa e da energia no interior de um volume de controlo 
coincidente com o interior de uma câmara de um cilindro pneumático. A elevada ordem do 
modelo resultante levou à escolha de um modelo termodinâmico de ordem reduzida para o 
simplificar. Foi escolhido um modelo que apresenta uma boa relação entre simplicidade e erro 
na previsão de pressão (Carneiro, 2007). 
Uma vez obtido o modelo, procedeu-se à sua linearização através de uma expansão em série 
de Taylor. Para tal, foram determinadas as condições de equilíbrio que definem o estado de 
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equilíbrio e foram calculados os coeficientes do modelo linearizado. Aproveitando o facto de 
a aceleração ser função de uma combinação linear das pressões de cada câmara em alguns 
pontos de funcionamento, foi possível utilizar a aceleração como variável de estado e assim 
reduzir a ordem do modelo do sistema. 
Os parâmetros do modelo linearizado de 3ª ordem foram determinados de duas formas: foram 
utilizadas as expressões algébricas resultantes do modelo e a função de transferência do 
sistema foi diretamente identificada com dados experimentais recorrendo a uma ferramenta de 
identificação do Matlab®. Os parâmetros obtidos foram aproximados pelos seus valores 
médios. 
A segunda parte do trabalho visou o controlo do sistema com a implementação de vários 
controladores lineares: proporcional, PID, retorno de estado e retorno de estado com ação 
integral. Os resultados obtidos com o controlador proporcional são fracos, com uma sobre-
elongação excessiva para movimentos no sentido negativo mas praticamente inexistente para 
movimentos no sentido positivo. Este fenómeno foi devidamente justificado com base na 
diferença de áreas das câmaras e nos valores das tensões de equilíbrio das servoválvulas. 
A implementação do controlador PID resultou no aparecimento de um ciclo-limite, pelo que 
foi necessário introduzir uma zona morta à entrada do integrador para eliminar este efeito. 
Este controlador não apresentou grandes melhorias comparativamente ao proporcional 
atingindo valores de sobre-elongação ainda superiores. 
O controlador por retorno de estado por colocação de pólos ajustado para a carga mínima 
revelou os melhores resultados no que diz respeito ao erro máximo de regime permanente: 
±0.04 a ±0.09 mm dependendo da carga. Também o tempo médio de acomodação com este 
controlador foi o mais curto, variando entre os 0.17 a 0.3 s. No entanto, a sobre-elongação 
registada é considerável, principalmente com o aumento da carga. O controlador por retorno 
de estado com os ganhos ajustados experimentalmente revela uma grande melhoria 
relativamente à sobre-elongação verificada, tendo sido possível atingir apenas 0.17% com a 
carga mínima e sobre-elongação nula com a carga máxima para o melhor ajuste de 
parâmetros. Já o mesmo não se pode dizer relativamente ao erro de posicionamento, entre 
±0.61 a ±0.92 mm e ao tempo de resposta, entre 0.46 e 1.34 s. 
Finalmente, foi testado um controlador por retorno de estado com ação integral para tentar 
eliminar o erro de regime permanente. Infelizmente, devido ao aparecimento de um ciclo-
limite e à consequente necessidade de utilizar uma zona morta para o eliminar, tal não foi 
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possível, resultando num controlador que em nenhum aspeto foi superior ao controlador RE. 
É de salientar que com alguns dos controladores ocorreu um fenómeno de movimentação 
inesperado quando o pistão deveria estar em repouso. Este fenómeno foi devidamente 
justificado com base na dinâmica das pressões no interior das câmaras. 
Foi assim possível concluir que os controladores lineares não são a opção mais indicada para 
o controlo deste sistema servopneumático. No entanto, os resultados obtidos são satisfatórios 
na medida em que mostram uma superioridade do cilindro de baixo atrito comparativamente a 
um cilindro convencional: no estudo efetuado por Amaral (Amaral, 2008), apenas foi possível 
garantir um erro de posicionamento ±1 mm no posicionamento arbitrário de uma carga, 
manifestamente maior do que os melhores resultados obtidos neste trabalho. Se fosse 
necessário escolher um dos controladores testados para operar este sistema, a aplicação iria 
ditar o mais indicado: se a aplicação em causa requeresse um erro reduzido no 
posicionamento mas com especificações mais relaxadas relativamente à sobre-elongação, o 
controlador RE por colocação de pólos seria a opção óbvia. Se, no entanto, a sobre-elongação 
fosse por algum motivo a especificação mais rígida, então a opção natural seria o controlador 
RE ajustado pelo segundo método experimental com base num ajuste de parâmetros feito com 
um movimento no sentido negativo. 
Este estudo constitui uma primeira abordagem ao controlo de sistemas pneumáticos com 
atuadores de baixo atrito. Naturalmente que existem várias direções possíveis para os 
próximos passos a dar no desenvolvimento deste tema. No que diz respeito à modelação, seria 
interessante desenvolver um modelo que contabilizasse as fugas pela haste e entre câmaras. 
Relativamente ao controlo linear do sistema, poderia ser testado um controlador proporcional 
com ganhos dependentes da direção do movimento para balançar a diferença entre os ganhos 
de caudal e a assimetria do cilindro. Para os controladores com ação de controlo integral 
poderiam ser testadas novas formas de eliminar os ciclos-limite resultantes: a utilização da 
zona morta limita muito a capacidade de posicionamento dos mesmos. Também seria possível 
melhorar o desempenho dos controladores RE com parâmetros obtidos por ajuste 
experimental, no que diz respeito ao erro de posicionamento e à sobre-elongação. Para tal, 
seria necessário afinar    com um movimento positivo, mas afinar    e    com um 
movimento negativo. Depois poderia ser feita uma afinação adicional dos ganhos aumentando 
  e reajustando    e   . 
Um outro aspeto em que se poderão realizar avanços futuros é na implementação de 
controladores não lineares. De facto, ainda que os efeitos do atrito tenham sido atenuados 
devido à utilização de um atuador Airpel, o atrito continua a existir no acoplamento mecânico 
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entre o carro e a guia linear. Para além disso, no acoplamento entre o atuador e o carro não é 
possível garantir um alinhamento perfeito, o que poderá contribuir para a existência de atrito. 
Tendo também em conta as outras não-linearidades presentes, pode dizer-se que este sistema 
é extremamente não linear e, como tal, as técnicas de controlo linear utilizadas não revelaram 
resultados satisfatórios. A implementação de um controlador VSC, por exemplo, poderia levar 
a uma melhoria do desempenho do sistema em termos de erro de posicionamento. 
Por último, este trabalho focou-se no controlo de posição, mas seria também de grande 
interesse estudar o sistema controlado no que diz respeito ao seguimento de trajetórias. 
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